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Pardbola
Parable
Rivelino Meneses Soto 2

Abstract:

The parabola is the geometric place of all points on the curve that move in such a way that they always equidistant from a fixed point
(focus) and fixed line (guideline).
Keywords:
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Resumen:

La parabola es el lugar geométrico de los puntos sobre la curva que se mueven de tal forma que siempre equidistan de un punto fijo
llamado foco y de una recta fija llamada directriz.

Palabras Clave:
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Introduccion .
Elementos de una parabola

La pardbola es una seccién coénica, resultado de la
interseccion de un cono recto con un plano que cortaa la Los elementos de la parabola son:
base del mismo, oblicuo a su eje y paralelo a una
generatriz (g ) de la superficie conica.

El foco y la directriz determinan cémo va a ser la
apariencia de la parabola (en el sentido de que que
“parecerd” mas o menos abierta segin sea la distancia
entre F y la directriz). Todas las parabolas son R
semejantes. Su excentricidad es 1 en todos los casos. F9
Solamente varia la escala.

= Foco: el focoF es el puntofijo. Los puntos de la
parabola equidistan del foco y la directriz.

= Directriz: es la recta fija D. Los puntos de la
parabola equidistan de la directrizy el foco.

= Radiovector: es el segmento R que une el foco
con cada uno de los puntos de la pardbola. Es
igual al segmento perpendicular a la directriz desde
el punto correspondiente.
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= Eje: eslarecta E perpendicularaladirectriz que
pasa por el focoy el vértice. Es el eje de simetria

de la pardbola.

Fe-——--

Jeo

= Parametro: es el vector p, que va desde el foco al
punto més préximo de la directriz.
Es importante el signo del parametro. En las
pardbolas verticales, cuando el parametro es
positivo la pardbola se abre hacia arriba.
Cuando p es negativo, la pardbola se abre hacia
abajo. Igualmente, en las parabolas horizontales,
cuando p es positivo, se abre hacia la derecha y
cuandopes negativo, la pardbola se abre a la
izquierda.

= Vértice: es el puntoV de la interseccion del ejey la
parabola.

= Distancia focal: distanciaentre el foco F y
el vértice V. Es igual a p/2.

= Puntosinteriores y exteriores: la parabola divide
el plano en dos regiones. Los puntos que estan en
la regién del foco se llaman puntos interiores (1),
mientras que los otros son los exteriores (J).

= Cuerda:segmento que une dos puntos
cualesquiera de la parébola.

= Cuerdafocal: unacuerdaque pasa porel foco F.

= Ladorecto: Cuerdafocal paralelaala
directriz D y, por tanto, perpendicular al eje E. Su
longitud es dos veces el parametro (2p, pues se
ven en la figura dos cuadrados unidos iguales de
lado p).

Excentricidad de la parabola

La parabola esla Gnicade las cénicas cuya excentricidad
es siempre 1. Veamos la figura:

Por la misma definicion de parabola, su excentricidad
siempre es la unidad. De esto deriva que todas las
parabolas sean semejantes, variando su apariencia de
cerradas o abiertas, segln la escala.

Ecuacion delapardbola

La ecuacion de la parabola depende de si el eje es
vertical u horizontal. Si el eje es vertical, lay sera la
variable dependiente. Si el eje es horizontal, sera x la

variable dependiente.

Ecuacién canodnica o reducida de la parabola

Y

M(-2.)

2

D

A B

"
Consideremos una parabola cuyo eje es el eje de
ordenadas, su vértice es el centro de coordenadas V (0,
0) y que esta en la parte positiva de las x. En este caso,
el foco estara necesariamente en F (p/2,0) . La ecuacion
de la recta directriz D sera x = —p/2.

Los radios vectores FPy PM, correspondientes a
cualquier punto P de la parabola (que, por definicion, son
iguales) tendran lalongitud:

FP =
mp=E i
FP = MP
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V(0,0)

oF

Operando y simplificando, obtenemos la ecuacion
canédnica o reducida de la parabolareferida a esta
configuracion:

y?=2px

b
"
,..

N
-

(v - "r): =2p(x — xy)

Sise desplazaparalelamente el eje E al eje de ordenadas
y el vértice de la parabola se lleva al punto V (xv,yv), la
ecuacion de esta pardbola ahora sera la que se muestra
enlaimagen.También se muestrala ecuacion dela recta
directriz D.

Ecuacion canonica o reducida de la parabola, pero ahora
con su eje coincidente con el eje de las abscisas,
su veértice es el centro de coordenadas V (0,0) y que esta
en la parte positivade las y.

eF

D y:-

2 V(0,0)
2

Sise desplaza paralelamente el eje E al eje de las
abscisasy el vértice de la parabola se lleva al

puntoV (xv,yv), la ecuacion de esta parabola ahora sera
la que se muestraen laimagen

\ (x.— )= 2p(y - ¥y) -
\ i
\\ o, buen

N\

£ /

¥ /

— %

Vixy. v

N\ 1

i

2
Anélogamente, vemos las expresiones de la ecuacion
canodnica o reducida para las parabolas con ejes
coincidentes con el eje de ordenadas o con el eje de
abscisas, siempre con el vértice en el origen O (0,0), pero
ahora con valores negativos de lasxy de
las y respectivamente. Se muestra en las dos imagenes
siguientes:

Y

NS

£ \ V(0.1

Y la segunda:
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Otras ecuaciones de la pardbola

La ecuacion de la parabola con vértice V (xv,yv) y el eje

vertical paralelo al eje QY es:
La ecuaciéon dela parabola con vértice V (xv,yv) y el eje

i 2 g
(x —xp)°=2p(y Yv) = horizontal paralelo al eje OX es:

k.. - ,
= X°+ Xy“ - 2xxy = 2py - 2pyy — =yt <

sy=ax®+bx +c¢ 5 5
= Yoyt -y = 2px - 2pxy
En laque las constantes tienen el siguiente valor:
- x=ay’+by +c

- . 2
1 Xy Xy
Q=== ===y =T =Ty . o ]
2p P 2p - En laque las constantes tienen el siguiente valor:
Dondea#0 ybyc sonnimerosreales. 2
Lo vemos en la imagen: ik Vv Vv
a=—; b=-—; c¢= + Xy
v 2p 14 2p
\ | / - , .
\\ i / La constante a indica lo “abierta” que es la parabola.
'\\ : / Cuando el valor de a es menor, la parabola aparecera
. iy o // mas abierta. Dicho de otra manera, laparabola aparecera
N ; Y mas abierta cuando el pardmetro p sea mayor.
N i S
3 : IS e
o B~ R Sila constante a es positiva, la parabola se abre hacia la
' g derecha. Si la constante a es negativa, la pardbola se
D y~E-y, £ 0 ’ abre hacia la izquierda.
. I

La constante aindica lo “abierta” que es la parabola. Ecuacion general delaparabola

Cuando el valor de a es menor, la pardbola aparecera
mas abierta. Dichode otra manera, laparabola aparecera
mas abierta cuando el pardmetro p sea mayor. Si la
constante a es positiva, el vértice V sera el minimo de la
parabola, es decir, se abre hacia arriba. Si la
constante aes negativa, el vértice V serd maximo de la
parabola, o sea, que se abre hacia abajo.

{ /
\ \ |
\\M | //
l\ IV 1/ /'
\ ) [/
\\‘ \\ | / ’,//
N
/7 K Los casos anteriores donde el eje es vertical u horizontal,
/ \ . . .
/1 1 W\ son casos particulares de laecuacion general de la
/ \ \ L,
// [ L YA X parabola.
‘ . \
/ \
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Az’ + Bry + Cy* + Dz + Ey = cte
siempre que B> —4AC=0y Ay C no

sean nulos al mismo tiempo

Veamos casos de parabolas en los que sus ejes no son
verticales ni horizontales. Es el caso de la parabola
inclinada o parabola oblicua.

“\ " x% < 2xv+ y? - 10x - 10y = 15

\ ," < D

N D
‘._f
\

’ » \
¢ 2xy+ ¥E - 100\ 10y =515
N
\.
N\
~

=15

En estos cuatro casos su ecuacion tiene todos los
términos de la ecuacién general de la parabola.

Se puede comprobar que en las cuatro parabolas se
cumplen las dos condiciones de la ecuacion general de
la parabola, es decir que BZ—4AC=0y queAyCno
son nulos al mismo tiempo.

Raices de una parabola

Las raices de unaparabola vertical de ecuacion son los
puntosdela mismade ordenadanula (y = 0), es decir, alli
donde la parabola corta al eje de ordenadas OX.

y=ax?+bx +c¢

Una parabola vertical puede tener dos raices, una o
ninguna.

Como en el corte con OX, y =0, lospuntosde cortes
seran las raices de una ecuacion de segundo grado:

0=ax?+bx +c¢

Cuyas raices se hallan porlaférmula:

_—b < Vb2 — 4ac
B 2a

Donde el binomio que se halla dentro de la raiz
cuadrada es el que determina el namero de raices de la
parabola.

X

b2 — 4ac > 0, dos raices
2 ”
b® — 4ac = 0,unaraiz

2 . g
b® — 4ac < 0, no tiene raices

Los tres casos y la aplicacion del criterio se ilustra
en estas tres parabolas:

y=05x —2x+05

-2)7-4:05:05«3>0

Asi, en el caso de dos raices, podemos hacer este
desarrollo:

—b —Vb2—4ac _

—b+Vb*— 4ac %

2a 2a
_T"2b_-b
T 2a a

Por el punto medio de las dos raices pasaréa el eje
de la parabola, su eje de simetria. El resultado coincide
con el hallado para ordenada del vértice de una parabola
vertical.

Si la pardbola vertical tuviese unaraiz, la ordenada
del vértice sera el valor de la misma raiz y, por tanto, la
ecuacion del eje de la parabola:

X=Tr=Xy
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A partir de aqui, la ecuacion de la parabola vertical
se puede expresar también asi:

y=a-(x —11)-(x = 12)

La paradbola vertical cortard al eje OY cuando la
ordenada seanula,cuando x=0.

Y

Vértice de una pardbola

El vértice de una parabolavertical V es el punto donde
la parabola corta a su eje.

La ecuacién de la parabola vertical se puede expresar de
estas dos formas:

y=ax®+bx+c

(y —w)=alx — xv)2

Desarrollando el cuadrado del segundo binomio:
y — yp=a(x®+ xp* — 2xpx)

y=ax?-2axyx+axy’ +yy

De donde obtenemos el coeficiente by, a partir de él, la
ordenada del vértice xv:

b
b=-2axy; xy=-—
v v 2a

Sustituyendo la  expresion de la ordenada
del vértice xv en la ecuacion anterior, desarrollando y
simplificando con el comin denominador 4a, obtenemos:

. b2 —4qac
L 4a

El resultado lo vemos en laimagen:

Tangente ala parabola

Y

Las rectas tangente y normal a cualquier punto P de
una parabola son las bisectrices de los &ngulos formados
por los radios vectores correspondientes a ese punto. De
las dos bisectrices, hay que tener en cuenta cual es la
tangente y cuéllanormal.

Las dos tangentes que pasan por los extremos del lado
recto son perpendiculares entre si y se cortan en la
interseccion de la directriz con el eje. Con este Uultimo
forman dos angulos de 45°.
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lado recto
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