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Resumen

La falla es la pérdida de funcién de un elemento tanto por deformacion (fluencia) como por separacion
de sus partes (fractura). Los mecanismos de falla dependen de la estructura microscdpica del material y
de la forma de sus enlaces atomicos. Para predecir la falla de materiales bajo cargas estaticas (se
considera carga estatica a aquella que no varia su magnitud ni direccion en el tiempo) y poder hacer
disefios de elementos de méaquinas confiables se han desarrollado varias teorias para grupos de
materiales, basandose en observaciones experimentales. En el presente escrito se determiné el factor de
seguridad a partir del esfuerzo de cedencia (S,), el esfuerzo efectivo de Von Mises (o”), el esfuerzo
cortante maximo (t,,,) y la energia de distorsion (U,;) empleados en el andlisis y disefio de elementos de

maquinas y estructurales.
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Abstract

Failure is the loss of function of an element both by deformation (creep) and by separation of its parts
(fracture). The mechanisms of failure depend on the microscopic structure of the material and the shape
of its atomic bonds. To predict the failure of materials under static loads (static load is considered to be
one that does not change its magnitude or direction in time) and to be able to make designs of reliable
machine elements, several theories for groups of materials have been developed, based on experimental

observations. In the present paper the safety factor was determined from the yield strength (S,), the

effective force of Von Mises (¢”), the maximum shear stress (z,,) and distortion energy (Uy) used in

the analysis and design of machine and structural elements.
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Introduccidn

Actualmente se sabe mucho mas acerca de varios tipos de fallas, debido en gran medida a la mejora de
las pruebas y las técnicas de medicion. Las fallas dependen del material en cuestion de su resistencia a
la compresion, a la tension y al cortante. También dependen del tipo de carga ya sea estatica o
dinamica, asimismo de la presencia o ausencia de grietas en el material. El circulo de Mohr para el
estado de esfuerzos en una prueba de tension que se aplica lentamente a la pieza cargada de tension
pura, que causa un esfuerzo de tension normal. Sin embargo, el circulo de Mohr muestra que también
se presenta un esfuerzo cortante, el cual es exactamente de la mitad de la mitad de la magnitud del
esfuerzo normal. El circulo de Mohr en una prueba de torsion donde se aplica lentamente a la pieza una
carga de torsion pura gue causa un esfuerzo cortante. Sin embargo, el circulo de Mohr se presenta un

esfuerzo normal, el cual es exactamente igual al esfuerzo cortante.



Criterio de la maxima energia de distorsion

Una pieza falla si cede y se distorsiona lo suficiente como para no funcionar adecuadamente. Una pieza
también falla cuando se fractura y se parten. Cualquiera de estas condiciones es una falla, pero los
mecanismos que las causan llegan a ser muy diferentes. Sélo los materiales ductiles pueden ceder de
manera significativa antes de fracturarse. Los materiales fragiles se fracturan sin cambiar su forma
drasticamente. Las curvas de esfuerzo-deformacion de cada tipo de material reflejan tal diferencia,

como se observa en la figura 1.
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Figura 1. Curvas de ingenieria y de esfuerzo-deformacion unitaria reales para materiales ductiles: (a) Acero al bajo
carbono; (b) Acero recocido al alto carbono.

(Norton, 2011)

La energia de deformacién U en unidades de volumen asociada con cualquier esfuerzo es el area bajo
la curva de esfuerzo-deformacion unitaria sea esencialmente hasta el punto de fluencia se representa

con la siguiente ecuacion.
1
U = -o¢ 1
5 1)
Ampliando esto a un estado de esfuerzos tridimensional se obtiene lo siguiente:

1
U= 5(0'181 + 0,6, + 03€3) (2)



Usando los esfuerzos principales y las deformaciones principales que actian sobre los planos de
esfuerzo cortante igual a cero. Esta expresion se plantea tan solo en términos de esfuerzos principales,

sustituyendo las relaciones se tiene:

& = E(O-l — Vo, — VO_3)
1
&y = E(O-Z — Vo1 — VO-3) (3)
=2 )
&3 = E 03 Vo, Vo,

Sustituyendo las ecuaciones de la deformacidn unitaria en la energia total de deformacion se obtiene:

1/(0y 0, 03
U= Sz (o1 —vo, —va3) + z (o, —voy —vao3) + z (o3 —vo, —vay) 4

Simplificando la Ec. (4), resulta en:

1
U= ﬁ(%(% — Vo, —v03) + 0,(0; — voy —va3) + 03(03 — vo, — vay)) (5)

La Ec (5), se puede reescribir como:

U= %5 (6% —v0,0, — V0,05 + 0F — V0,0, — V0,03 + 02 — VG530, — V0,03) (6)

Reduciendo términos de la Ec. (6) se tiene que;

U (6% + 07 + 02 — 2v(010; + 0,03 + 0,03)) (7)

T 2E

donde v es la razon de Poisson.



Ahora sabemos que la energia total de deformacion estd compuesta por una energia de distorsion y una

energia hidrostatica como se representa en la siguiente ecuacion;
U=U,+ U, (8)

También se puede expresar cada uno de los esfuerzos principales en términos de la componente
hidrostética g, que es comdn a cada cara, y una componente de distorsién ag;; que es Unica en cada

cara, donde se representan las siguientes ecuaciones;

o, =op+ 04,
o, =op + 04, (9)

03 = Op, + O-d3
Sumando los tres esfuerzos principales en la Ec. (9) se tiene;

0y + 0, + 03 = 30, + 04, + 0y, + 0g,

1
Op = 5(01 + 0, + 03— (0d1 + 04, + O'd3))

(10)

Para un cambio volumétrico sin distorsion, el término negativo de la Ec. (10) es cero, dando asi una

expresion para la componente volumétrica o hidrostatica oy,.

o1 + o0y + 03

Op = 3 (11)

En la cual notara que simplemente es un promedio de los tres esfuerzos principales en la Ec. (7) se

escribe como:



1

Up = 5z (ok + of + 0f = 2v(a} + o + o))
1

2 2

U, 2E,(3oh 2v(307))
30}

Up=>2(1-2

n=g ( )

Sustituyendo la Ec. (11) en la Ec. (12) se tiene:

o, +0,+ 03)2

3
Uh_ﬁm—zw( -

Resolviendo la Ec. (13) se obtiene:

Uh:

3 o, +0,)% + 2(0, + 0,)0.,.02
S -2 (01 +03) (01 + 03)03,03
2E 9

Reduciendo términos de la Ec. (14) se puede reescribir como:

1
Up = = (1 = 2)(67 + 2(610,) + 0F + 2(010,)05 + 03)

Simplificando la Ec. (15), se obtiene:

_(1-2v)

U
h 6F

(6 + 2(0103) + 07 + 2(0,0,)03 + 05)

Se puede reescribir la Ec. (16) como:

_(1-2v)

U
h 6

(0% + 07 + 02 + 2(0,0, + 0,03 + 0,03))

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



Ahora para encontrar la energia de distorsion tenemos:
Ud =U- Uh
Sustituyendo la Ec. (6) y Ec. (17) en la Ec. (18) se tiene;

1

U, = {(ﬁ (6% + 0% + 02 — 2v(010; + 0105 + 0203))>

1-2v
- <(6—E) (62 + 0% + 0% + 2(010, + 0103 + 0203))>}
Resolviendo la Ec. (19) se tiene que;

2E E

U <012 + 02+ 02 v(0,0, + 0,05+ 0203)>
d =

_ o + 07 + o2 N (0,0, + 0,05 + 0,03) _ v(of + 0% + 0%)
6F 3E 3E

2v(0,0, + 0103 + 0,03)
3E

Simplificando la Ec. (20) resulta en:

U - of +0f + 0% V(o105 + 0105 + 0,03)
¢ 2E E

_ 02 + 0% + o2 B (0,0, + 0,03 + 0,03) N v(oZ + 0% + 03)
6F 3E 3E

N 2v(0,0, + 0,03 + 0,03)
3E

(18)

(19)

(20)

(21)



Por otro lado la Ec. (21), se puede expresar como:

_of +oi+0i v(o10, + 0,05 + 0,03) N v(of + o7 + d%)

Ua = 3E B 3E 3E 22)
(0,0, + 0,03 + 0,03)
3E

Reescribiendo la Ec. (22), se llega:

v+1 v+1
Ug = ( 3E ) (of + 05 + 032) - (T) (0,0, + 0103 + 0,03) (23)
Simplificando la Ec. (23), se escribir como:

v+1
Ua = (5-) (62 + 0% + ) = (010, + 3,05 + 0,0,)] (24

El esfuerzo de falla de interés es la resistencia a la fluencia S,,. La energia de distorsion asociada a la

fluencia en la prueba de tension se calcula sustituyendo estos valores en la Ec. (24)

v+1
lh=(35)$ (25)

Para el estado de esfuerzo bidimensional, a; = 0y S,, se reduce a:

Sy = \/012 + 0% — 0,0, (26)

La ecuacion bidimensional de la energia de distorsion Ec. (26) describe una elipse, la cual al graficarse
sobre los ejes o;, g5 queda como se muestra en la Figura 2. El Interior de esta elipse define la region

segura contra la fluencia bajo carga estatica, para los esfuerzos biaxiales combinados.
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Figura 2. Elipse normalizada de la energia de distorsion bidimensional para la resistencia a la fluencia del material.

(Norton, 2011)

El esfuerzo efectivo de Von Mises ¢’ se define como el esfuerzo de tension uniaxial que crearia la
misma energia de distorsion que la combinacion real de los esfuerzos aplicados. Para el caso

bidimensional partiendo de la Ec. (26) con o3 = 0, Se expresa como:

o' = \/012 + 02 — 0,0, (27)

El esfuerzo de VVon Mises en términos de los esfuerzos maximos y minimos, se obtiene:

N| =

+ — 2
oF = <0x 2 Gy) " <(0x 2 Gy) + TJ%Y) = (Gprom + R)’ (28)

= (55 - (52) 44| = G- =



Multiplicando las Ec. (28) y Ec. (29) se tiene:

0102 = (aprom + R)(Uprom - R) (30)

El esfuerzo de VVon Mises ¢” para el caso tridimensional es, a partir de la Ec. (27) se puede conocer lo

siguiente:

0" = {Gprom + B)” + @prom = R = (Gprom + ) (Gprom — B) (31)
Resolviendo la Ec. (31) se obtiene:

g =

szrom + zo-promR + R2 + O—Zgrom - Zo-promR + RZ (32)
_(O}%rom = OpromR + OpromR — R?)

Reduciendo términos de la Ec. (32) se puede reescribir como:

o = ’agmm + 3R? (33)

YR = (( ) +rxy) , sustituyendo en la Ec. (33) resulta:

Oxt+oy
2

Debido a que 65om = (

o= |(EE2) s (B22) + ) 3

Simplificando la Ec. (34), se obtiene:



Resolviendo la Ec. (35) resulta en:

3
+ 2 (a,% + 20,0, + af) + 373,

o = \]0,? + 20,0, + 0}
4

Reduciendo la Ec. (36) en términos de los esfuerzos aplicados, se tiene:

o = \/ax + 0, — 0,0y + 375,

Teniendo en cuenta que:

v+1_ 1

3E 6G

Sustituyendo la Ec. (38) en la Ec. (25), se obtiene:

Sy

U, =2~
476G

Con la ayuda de la Ec. (26), la Ec. (39) resulta en:
Ug = 5(012 + 03 — 010;)

La energia de distorsion del cuerpo sebe ser menor a la energia del esfuerzo de cedencia:

(6f + 05 — 010, < SP)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)



La energia de distorsion asociada con la fluencia en la prueba de tension describe una elipse como lo

muestra la Figura 3.
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Figura 3. Area limitada por la elipse.

(Norton, 2011)

Esta area esta limitada por la elipse cuya ecuacion es:
(6f + 05 — 010, = 57) (42)

la cual interseca los ejes coordenados en o; = +S,, ¥y 0, = 15,, Puede verificarse que el pie mayor de
la elipse biseca el primer y tercer cuadrantes desde A (01 =0, = Sy), hasta Bo; = g, = —S,,, mientras

su eje menor se extiende desde C (o, = —0, = —0.577S,)) hasta D (g, = —0, = 0.577S,)):

of + of + of = S} (43)
Simplificando la Ec. (43), se obtiene:

307 = S2 (44)

Aplicando raiz cuadrada en ambos lados y despejando o, de la Ec. (44), se tiene:

o, = S5 0.5778, (45)
V3



Para efectos de disefio, resulta conveniente incluir un factor de seguridad F.S en los célculos, de modo

que el estado de esfuerzos sea seguro dentro de la elipse de falla:

Sy Sy

Jo? + 0?2 — o105, \JOx + 0y — 0,0, + 3T%,

(46)

S

t

Il
QS

Para aplicar el criterio del esfuerzo cortante méximo, en la Figura 4 se comparan el criterio del esfuerzo
cortante maximo con el de la energia maxima de distorsion. Note que la elipse pasa por los vértices del
hexagono. En consecuencia, para los estados de esfuerzo representados por estos seis puntos, los dos
criterios coinciden. Para cualquier otro estado de esfuerzo, el criterio del esfuerzo cortante maximo es
mas conservador que el criterio de la maxima energia de distorsion, ya que el hexagono esta dentro de
la elipse. Establece que la falla ocurre cuando el esfuerzo cortante maximo en una pieza excede el
esfuerzo cortante por fluencia en una muestra sujeta a tension (la mitad de la resistencia de fluencia por

tensidn). Esto predice que la resistencia a la fluencia por cortante de un material es:

17)

0y

Figura 4. Comparacion del criterio del esfuerzo cortante maximo con el de la energia maxima de distorsion.

(Norton, 2011)

Sys = 0.50S, (47)
Por lo tanto, el factor de seguridad es:

S S, /2 S
FS=£= > y/Z = > 4 > (48)
Tm (0f —03)/2 (o1 —03)




Resultados y discusiones
Los materiales ductiles e isotrdpicos con cargas estaticas de tension estan limitadas por sus resistencias

al cortante; mientras que los materiales fragiles estan limitados por sus resistencias la tension. Esta
situacion provoca que haya teorias de falla diferentes para las dos clases de materiales, ductiles y

fragiles.

La teoria del esfuerzo normal maximo establece que la falla ocurrira cuando el esfuerzo normal en la
muestra alcance algun limite de resistencia normal, tal como la resistencia a la fluencia por tension a la
resistencia ultima a la tension. En materiales ductiles, la resistencia a la fluencia es el criterio que se

suele emplear.

Conclusiones
El objetivo de este trabajo fue determinar de manera detallada la teoria de falla bajo cargas estaticas

empleadas en el anélisis y disefio de elementos de maquinas y elementos estructurales. Asimismo, se
determind que la falla se presentara cuando el punto determinado por los esfuerzos se encuentra fuera
del area sombreada de la Figura 7. La linea que delimita la elipse representa las locaciones donde se
presentard la falla de acuerdo con von Mises, las lineas interiores representan las locaciones de falla de
acuerdo con Tresca. Finalmente, en la misma Figura 7, se puede observar que la teoria de von Mises (

F.S=S,/0") tiene una mayor area en la cual no se presentara falla en comparacion con la teoria de
Tresca (F.s=S,/z,), por eso la teoria del esfuerzo cortante maximo es la teoria escogida para hacer los

calculos conservadores de falla de un material y tener una mayor certeza de que no se producira falla.
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