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Aplicacidn de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden a mezclas

Application First-Order Linear Differential Equations to Mixtures
Ivan Espinoza Luna @

Abstract:

Differential equations have great application in the engineering field because their use as mathematical models of time-transient
physical systems. Knowing the response of a physical system and being able to predict its behavior will facilitate the design of stable
and reliable environments. The purpose of this paper is to analyse an application of the first order linear differential equations arises
when studying a uniform mixing tank with constant volumetric flows and the concentration remains homogeneous in the tank. In the
present study a equation to know the amount of solute mass present in the tank at any time was calculate.
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Resumen:

Las ecuacionesdiferencialestienen gran aplicacion en el campo de la ingenieria debido asu uso como modelos matematicos de sistemas
fisicos transitorios en el tiempo. Conocer la respuesta de un sistema fisico y poder predecir su comportamiento facilitara el disefio de
entornos estables y confiables. El prop6sito de este trabajo es analizar una aplicacion de las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden que surge al estudiar un tanque de mezclado uniforme con flujos volumétricos constantes y donde la concentracion se mantiene
homogénea en el tanque. En el presente estudio se determind una ecuacion para conocer la cantidad de masa de soluto presente en el
tanque en cualquier instante de tiempo.
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Posteriormente considerando flujos iguales, se propone
la solucion para cualquier instante de tiempo.
Desarrollo

Introduccién

Este trabajo presenta el andlisis de un tanque de
mezclado de una solucién utlizando ecuaciones

diferenciales lineales de primer orden solucionables
mediante el uso de un factor de integracion.

En la primera parte se analizan las razones de entraday
salida de masa en el tanque para flujos volumétricos
distintos, desarrollando como soluciéon una ecuacion
algebraica solucionable en un instante de tiempo dentro
de un intervalo acotado, con la restriccién de que el flujo
de entada es mayor al de salida por lo que el taque
comenzara a derramar solucién cuando se llene.

Si se considera un tanque de mezclado por agitacion
uniforme, que en un tiempo inicial t = 0 contiene una
solucion de una sustancia conocida (salmuera) como el
gue se muestra en la figural, y que se esta llenandode
la misma solucién, pero con una concentracion c,
constante y a un flujo volumétrico V, igualmente
constante. Se puede determinar la cantidad de masa
m(t) de soluto en el tanque en cualquier instante de
tiempo conociendo la concentracién ¢, y el flujo
volumétrico de salida V,.
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Figura 1. Tanque de mezclado

El andlisiscomienzacon unasuposicion simple acercade
que la masa de soluto en el tanque m(t) es igual a la
diferencia de la masa de soluto que entra m, y la masa
m, que sale del tanque, es decir:

m(t) =m; —m, €9)

El incremento Am durante un intervalo de tiempo At se
puede expresar como:

Am m;—m
-1 T2 (2)

At At
Si se considerael limite cuando At — 0 lo que indicala
raz6n de cambio instantanea de m(t), la Ec.
(2) se convierte en:

dm(t) dm; dm
1 72 3)
dt dt dt

La Ec. (3) expresa que la razén de entrada de soluto
menos la razén de salida de soluto esigual ala razén de
cambio de solutoen el tanque,lo cual exponelahipotesis
inicial. En el desarrollo de la Ec. (3) primero se analizara
la razon de entraday posteriormente la razén de salida
de la solucion.

Silaconcentracionde unasolucién esigual ala masa del
soluto por unidad de volumen de disolvente, la masa m,
se obtiene mediante la siguiente relacion:

m; =V €))

Y la razén de cambio en el tiempo:

dm, _ dc,V; (5)
dt dt

Debido a que ¢, se considera un pardmetro constante en
el analisisy que el flujo volumétrico V; es:

dv,(t) .
R A ST 6
dt ! (©)
La Ec. (5) se reduce a:
dm .
@ —ah @

Recordando que ¢, y V, se consideran como datos
constantesen elandlisis. De manera similar paralarazén
de salida se tiene:

dm,

? = CZVZ (8)

Se hace la suposicion de que la concentracion de salida
¢, de lasolucion esigual ala concentracion en el tanque,
por lo que c, se puede expresar como:

(1) =m()/Vy €)]
Donde V;, c,(t) y m(t) son el volumen de solucion en el
tanque,laconcentracionyla masa del solutoen cualquier
instante de tiempo t en el tanque respectivamente. El
volumen de solucién en el tanque V;. es igual al volumen
inicial V; mas el volumen que entra y menos el volumen
que sale, es decir:
Vp=Vy +V, =V, (10)
Recordando que el flujo volumétrico constante es:
V=rt (11)
La ecuacioén (11) se convierte en:
Ve =V, + (V1 - Vz)t (12)

SustituyendolaEc. (12) enlaEc. (9):

m(t)

L T (AT (13)

Y la Ec. (13) usando larelacion de laEc. (8):
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dm, v,
AtV + (=)t
Finalmente remplazando los valores de la Ec. (3) por los
obtenidosen lasEcs. (7)y (14):
dm(t) v,
BT (AT

m(t) (14

m(t)  (15)

La Ec. (15) se puede reescribir como:

dm(t) v,

+ = =c¢V, (16
dt V0+(Vl—V2)tm() Cll ( )

LaEc. (16) esunaecuacién diferencial ordinarialineal de
primer orden, primer grado, con coeficientes constantes
que modela el sistema de mezclado del tanque de la
figura 1 expresando la cantidad de soluto en el tanque en
unidad de masa.

La solucién de la Ec. (16) se obtiene determinando un
factor integrante apropiado, el cual es:

v, v, .
- ——dt - —In|Vo+(V1-V3)t
TR _ gtV (vl

=%+ - Vz)t]% an

Multiplicado la Ec. (16) por el factor integrante obtenido
enla Ec. (17):

Vo + (Vi —Vz)tlﬁm(t) =

V-
v+ (=) e (9

La solucién de la integral en el segundo miembro de la
Ec. (18), aplicando las férmulas basicas de integracion,
es:
. . —_— V2< .
J W+ 0 = 1) e =
. R - TP
(,‘1V : [V + (V - V)t]V1—V2

W v)(—z—+1)

+C¢ (19

Simplificando la Ec. (19):
Va_
f[vo + (U, = V) A% - o,y de =
141
C1[V0 + (Vl - Vz)t]m + ¢ (20)

SustituyendolaEc. (20) en laEc. (18) y resolviendo para
m(t):

mp = Aot GoBHP A6
[Vo + (v = V)i
m(®) = a[Vy + (% —1,)e]
C,

+ (22)

[Vo + (i =V )t]"a7
Donde C, en la Ec. (22) es unaconstante de integracion
y se determina considerando que en untiempo inicialt =

0 la masa m(t) es igual alamasa inicial m, en el tanque,
la condicioninicial del sistema se expresa como:

t=0— m(t) =m, (23)
Sustituyendo larelacion de laEc. (23) en la Ec. (22):

1
mo = C1V0 + —Vz (24)
V0V1—V2

El valor de la constante C es:

vy
C, = (my— V)1V (25)
Sustituyendo laEc. (25) en la Ec. (22):

m®) = ¢[Vy+ (V, —=V,)t] (26)
(my— C1V0)V0‘71‘12VZ

—_— VZ -
[Vo + (V=72 )e]"s="
Simplificando en la Ec. (26):

m© = aVe+ @ -0
e
+W°Q”k¢ﬁ—7ﬂ

(27)
ConlaEc. (27) se puede calcularlamasa del soluto m(t)
en el tanque de mezclado (figura 1) en un instante de
tiempo t considerando los flujos volumétricos de entrada
y salida diferentes.

Si se considera V,,, como el volumen maximo de
solucion que puede tener el tanque antes de que se
desborde, entonces el tiempo en el que la solucion se
derramara se puede obtener mediante la Ec. (12)
considerando V;, > V,:
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Vma’\x =Vo+ (Vl _VZ)t
V.. —V

=1 0 (28)
V1_V2

Sustituyendo la Ec. (28) en la Ec. (27):
m(t) = ¢,V
v,

+ (my— ey (52) (29)

max

La Ec. (29) se puede utilizar para conocer la cantidad de
soluto cuando el tanque estd completamente lleno. La
concentracion en el tanque c; utlizando la Ec.
(13)es:

m(t)
=_—" 30
Py (30)
Y sustituyendo laEc. (29) en laEc. (30):
vy \T
(my — ¢, V) (V 0, )V1—V2
cr=o¢ + v mmax (31)

max

Flujos volumétricos de saliday entrada iguales

Para el caso en el quelos flujos de salida y entrada son
iguales y constantes la Ec. Diferencial (16) se expresa
como:

am(t) V, .
T 7 m(t) =V, (32)

Y siguiendo el mismo método de solucion, el factor de
integracion es:
V2qe Yz

eV = eVOt (33)

Por lo que lasolucién de la Ec. (33) se expresa como:
v, B,
eVo m(t) = feVo e, Vydt (34)

Resolviendo la Ec. (34):

VZt
Vo .
Voeho -,V

+C, (35)
VZ

Vo,
eVo m(t) =

La constante C, se calcula utilizando la condicién inicial
de la Ec. (23) como:

V, - ¢V,
my= 0 1 +C,,
v,
v, -V,
C,=my——>—2 (36)
V,

Sustituyendo laEc. (36) en la Ec. (35):

V2 V..o,V [ %

e 'm(t) = % (eVot - 1) +m, (37)
2

Resolviendo la Ec. (37) para m(t) y considerando que

v, =V,:

m) =cqVy(l—e % |+mee % (38)

ConlaEc. (38) se puede calcularlamasa del soluto m(t)
en el tanque de mezclado (figura 1) en cualquierinstante
de tiempo t considerando los flujos volumétricos de
entraday salidaiguales.

Conclusiones

ConlaaplicaciondelaEc. (27) se puede calcularlamasa
del soluto m(t) en el tanque de mezclado mostrado en la
figuralenuninstantedetiempo t considerandolosflujos
volumétricos de entrada y salida diferentes; se debe
observar que cuando transcurre un largo periodo de
tiempo, es decir, t — o0 y V, >V, ocurre que m(t) — o
debido a que el tanque comenzar4 a desbordarse porque
entrard una mayor cantidad de solucién en comparacion
con la solucién que sale. La Ec. (27) es valida antes de
gue se derrame la solucién por el tanque, es decir en un
tiempo menor al descrito por la Ec. (28).

Conlaaplicacion delaEc. (38) se puede calcularlamasa
del soluto m(t) en el tanque de mezclado en cualquier
instante de tiempo t pero considerando ahora los flujos
volumétricos de entrada y salida iguales. Se debe tener
en cuentaen la Ec. (38) que cuando V, <V,, m(t) =—
—oo puesto que lamasa en el tanque sera casi nulasi se
escapa unamayor solucién adiferencia de la que entra.
Para la Ec. (38), cuandot — o lamasa en el tanque es
m(t) = ¢ V,, es decir que tomara un valor constantey la
concentracion limite de soluto en el tanque sera c,.
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