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Determinacién del modulo de Young

Determination of Young's modulus
Martin Ortiz-Dominguez 2, Arturo Cruz-Avilés °

Abstract:

In this laboratory practice, the deflection of a beam with rectangular geometry, when a load is applied at the end of the cantilever
beam, is determined through the differential equation of the elasticity of a beam, to determine Young's modulus.
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Resumen:
En la presente préactica de laboratorio se determina la deflexién de una viga con geometria rectangular, cuando se aplica una carga en
el extremo de la viga en voladizo, a través de la ecuacion diferencial de la eléstica de una viga, para determinar el médulo de Young.
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materiales. El médulo de elasticidad es una constante
elastica que, al igual que el limite elastico, puede
encontrarse  empiricamente  mediante ensayo  de
traccion del material o deflexion. Ademas de este modulo
de elasticidad longitudinal, puede definirse el médulo de
elasticidad transversal de un material (M6dulo de cizalla).

Introduccién

El médulo de Young es un pardmetro que caracteriza el
comportamiento de un material elastico, segun la
direccion en la que se aplica una fuerza. Es uno de los
métodos mas extendidos para conocer la elasticidad de
un material. Para un material elastico lineal e is6tropo, el
moédulo de Young tiene el mismo valor para
una traccion que para unacompresion, siendo una
constante independiente del esfuerzo siempre que no

Para entender el funcionamiento de los ensayos de
deflexion y aprovechar al méximo las posibilidades de
la viga en voladizo, debemos conocer todos y cada uno
de los métodos a utilizar para obtener nuestros objetivos

exceda de un valor maximo denominado limite elastico, y
es siempre mayor que cero: si se flexiona una viga,
aumenta la deformacion. Tanto el médulo de Young como
el limite elastico son distintos para los diversos

de una forma 6ptima. En este caso, el modulo de Young
hace referencia al cientifico Thomas Young, quien estudi6é
este concepto durante el siglo XIX. Sin embargo, el
método fue desarrollado hasta 1727 por Leonhard Euler
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Yy ho se puso en practica su forma actual hasta 1782
cuando Giordani Riccati realiz6 los primeros
experimentos. Una parte importante en la mecénica de
solidos es el estudio de la flexion, propagacion de grietas
y pandeo de vigas, que son cuerpos sélidos alargados
(longitud mucho mayor que el ancho) con seccion
transversal recta y constante. Las estructuras son
deformadas cuando se aplica un esfuerzo, y dichos
esfuerzos son originados por cargas de origen estatico,
dindmico, térmico, hidrodinamico, etc. Para deducir el
médulo de Young, es necesario considerar el esquema
de una viga rectangular en voladizo de seccion
rectangular se presenta en la Figura 1. (Beléndez, et al.,
2002; Beléndez, et al. 2002; Cengel & Cimbala, 2006;
Gere & Timoshenko, 1998; Gere, 2002; Sthyamoorthy,
1998; Timoshenko y Gooodier, 1998)

Viga rectangular

'1|lnl|||||(g§

A

Masas

Figura 1. Flexion de una viga en voladizo de seccion
rectangular cuando se le aplica una carga concentrada en
el extremo libre.

Fuente: Elaboracion propia.

Objetivo general

Determinar la deflexion de una viga con geometria
rectangular, cuando se aplica una carga en el extremo de
la viga en voladizo, a través de la ecuacion diferencial de
la elastica de una viga, para determinar el modulo de
Young.

Objetivos especificos

+ Determinar la deformacion unitaria longitudinal
normal (&€ =C/ p), através de la deflexion de

un elemento diferencial de una viga, para
determinar la el esfuerzo normal maximo

causado por la flexion 0., = MC/ | .

« Determinar la ecuacion diferencial de la elastica

de una viga (d°y/dx* =M / El ), empleando

el esfuerzo normal méximo y el radio de
curvatura en la longitud de arco ds, para
determinar la deflexién de la viga.

Aplicaciones précticas

Estudios de deflexiéon

La determinacion de la deflexion (

y:P(—X3+3L2X—2L3)/6EI , con P= carga
aplicada, X = distancia de la seccion al extremo
izquierdo de la viga, L = longitud de laviga, E =maédulo

de Young e | = segundo momento de inercia de la
seccion transversal con respeto al eje neutro) es de
interés particular, ya que las especificaciones de disefio
incluyen generalmente un valor maximo admisible para la
deflexion  (ver Figura 2). Por ejemplo, al disefiar
elementos de maquina para trabajos de precision, tales
como tornos, prensas, limadoras, etc., las deformaciones
deben permanecer por debajo de las tolerancias
admisibles de trabajo que se va a realizar. Los estudios
estaticos pueden calcular desplazamientos, fuerzas de
reaccion, deformaciones unitarias, tensiones y la
distribucion del factor de seguridad. El material falla en
ubicaciones donde las tensiones exceden cierto nivel. Los
calculos del factor de seguridad se basan en el criterio de
fallos. Los estudios estaticos ayudan a evitar fallos
provocados por tensiones altas. Un factor de seguridad
mas pequefio que la unidad indica un fallo del material.
Factores de seguridad mayores en una regién indican
tensiones bajas y la posibilidad de eliminar algtin material
de esta region. De este modo podemos optimizar nuestro
disefio para ahorrar material a la hora de fabricar y, por lo
tanto, reducir el coste unitario de nuestro producto.
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Figura 2. Deflexién de una viga apoyada en dos puntos.
Fuente: Elaboracién propia.

Estudios de pandeo

El pandeo, por definicion, es un desplazamiento amplio y
repentino ocasionado por cargas axiales (ver Figura 3).
Por lo que analizar la estabilidad de la estructura, esto es,
su capacidad para soportar una carga dada sin
experimentar un cambio subito en su configuracion es
fundamental. Los andlisis se refieren principalmente a las
columnas, es decir, al estudio y disefio de elementos
prismaticos verticales que soportan cargas axiales. Es
decir, si se perturba su equilibrio, el sistema retornara a
su posicion original de equilibrio siempre que P no exceda
un cierto valor Pc, llamado carga critica. Por ejemplo, la
férmula de Euler para columnas articuladas (ver Figura 3)

se define como: P, = 7°El / L*, donde L = longitud de
la columna articulada, E =médulo de Young e | =

segundo momento de inercia de la seccién transversal
con respeto al eje neutro.

A

Figura 3. Pandeo de una columna articulada.
Fuente: Elaboracion propia.

Fractura fragil

Durante la propagacion de una grieta se produce lo que
se denomina liberacion de energia de deformacién
elastica, o sea, parte de la energia que es almacenada en
el material (Teoria de Clapeyron) cuando es deformado
elasticamente. También se forman nuevas superficies en
las caras de la grieta cuando ésta se extiende, lo cual
origina un incremento en la energia superficial del
sistema. Griffith desarroll6 un criterio para la propagaciéon
de una grieta eliptica realizando un balance energético
entre estas dos energias. Demostré que la tension critica
que se requiere para propagar una grieta en un material

fragil viene dada por: o, :(ZE}/S /m’;l)l/2 con E=

modulo de Young, ¥, = energia superficial especifica y

d = mitad de la longitud. Por ejemplo, la fractura en
unién trunnion adapter-trommel provoca falla y fuga de
material, por lo que determinar el mddulo de Young es
fundamental para prevenir fallas en los pernos que unen
el molino con el trommel, permitiendo Illegar a
mantenimientos programados (ver Figura 4).
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La vista lateral de la superficie neutra de una viga
deformada se llama curva elastica, o simplemente,
elastica de la viga. Es la curva que forma el eje
longitudinal, inicialmente recto. Se muestra sumamente
exagerada en la Figura 6. En esta seccion se deduce la
ecuacion de dicha curva, y como calcular el
desplazamiento vertical o deflexion y de cualquier punto
en funcién de su abcisa x. Se supone siempre que las
deformaciones son tan pequefias que no hay diferencia
apreciable entre la longitud inicial de la viga y la
proyeccion de su longitud deformada. En consecuencia,
la curva elastica es muy llana y su pendiente en cualquier
punto también es muy pequefia, de la Figura 6, se tiene

que:
d
tan @ = &y @
dx
Figura 4. Molino de bolas. Sabemos que la tan @ se define como:
Fuente: Elaboracion propia.
sin@
tand=—— (2)
) cosé
Teoria
Una de las més importantes aplicaciones del estudio de Por otro lado el seno como Serie de Taylor en torno a a =
la deformacién de las vigas es (ver Figura 5), por otra Oes:
parte, la obtencion de ecuaciones de deformacion que,
junto con las condiciones de equilibrio estatico, permitan
resolver las vigas estaticamente indeterminadas. * o o
sind=0-—+—-—+--- (3)
) 2 31 51 71
| .
Asimismo, el coseno como Serie de Taylor entornoaa =
Oes:
‘};'
P Elastica 92 94 06
C0SO=1——+———+--- (4)
2! 41 6!
P4 L
=P e~ |
& -~ = 2 -y I'ia Sustituyendo las Ecs. (3) y (4) en la Ec. (2), resulta en:
~— oA ,'
; = =/
' ¢ 6 0
7 35T
tan @ = 32 54' 75 (5)
Figura 5. Vista frontal de un elemento diferencial de una _97+97_97
viga. 21 41 6!

Fuente: Elaboracion propia.
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Si el angulo @ <<1 es muy pequefio debido a que no
hay diferencia apreciable entre la longitud inicial de la viga
y la proyeccién de su longitud deformada, en ese sentido,
la Ec. (5) se reescribe como:

0
tand~—~6 (6)
1
Sustituyendo la Ec. (6) en la Ec. (1) obtenemos:

dy
0==2 (7
v (7

Derivando ambos lados de la Ec. (7) con respecto a x, se
tendria:

dée d(d
_:_(_VJ @)
dx dx\ dx

do d?
- ©

ax dx?

De la Figura 5, tenemos que el arco dS se puede
expresar de la siguiente manera:

ds=pdd (10)

do

1w
s p

Siendo p el radio de curvatura en la longitud de arco dS

. Como la curva elastica es casi recta, el ds arco es

practicamente igual dX . En estas condiciones, se cumple
lo siguiente:

90,99 1y
ds dx

De las Ecs. (11) y (12), es evidente que:

dé

1
0

Sabemos que la deformacién unitaria longitudinal normal
maxima para flexién se expresa como:

Eon = (14)
P

max

Donde c es la distancia maxima a la superficie neutra (que
corresponde a la superficie superior o inferior del
elemento). Multiplicando por el médulo de Young (E ) en
ambos lados de la Ec. (14), se tiene:

c

Eec . =E 15)
Yol

max

De acuerdo con la ley de Hooke, tenemos que el esfuerzo
normal:

o =Ee. (16)

max max

Sustituyendo la Ec. (16) en la Ec. (15), se obtuvo la
siguiente relacion

o. —EL @7)
0

max

Por otro lado, el esfuerzo normal méximo causado por la
flexion se expresa como:

o, =¥ 18)

Siendo M el momento flector e | el segundo momento de
area de la seccion transversal con respecto al eje neutro.
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Por otro lado, igualando las Ecs. (17) y (18), resulta

E E = K (19)
p |
Reduciendo términos
EM (2
o |

De la Ec. (20) se obtiene la siguiente relacion:

-2 @

Q|+

Ahora igualando las Ecs. (13) y (21) resulta en:

dé M
—=— (22
dx El (22)

Finalmente, sustituyendo la Ec. (9) en la Ec. (22), se
tendria

2

d? M
y = (@

La Ec. (23) es la ecuacion diferencial de la elastica de una
viga. El producto de El, que se llama rigidez a la flexién,
es normalmente constante a lo largo de la viga. Con
ayuda de la Ec. (23) y la viga en voladizo AB de seccion
transversal uniforme que se presenta en la Figura 6, que
soporta una carpa P en su extremo libre A, se determina
la deflexién de la viga y el médulo de Young.

P

Figura 6. Viga en voladizo de longitud L.
Fuente: Elaboracién propia.

Usando el diagrama de cuerpo libre de la porcion AC de
la viga (ver Figura 7), en donde C esta a una distancia x
del extremo A, se tiene que el momento flector es:

P .
A ).\I
C
|' X 'l
Figura 7. Porcidon AC de la viga en voladizo.
Fuente: Elaboracion propia.

M =-Px (24)

El signo negativo de la Ec. (24), es debido a que en el
punto C, la viga gira en sentido contrario a las manecillas
del reloj, esto es debido a que cuando se aplica la carga
en el punto A, la vida en el punto C tiende a elevarse en
sentido anti-horario, y por conveccion de signos, decimos
gue si la gira en sentido anti-horario el momento lo vamos
a considerar negativo. Ahora, sustituyendo a M en la Ec.
(23):

d’y  Px
—2--2 (25
dx? El (25)
Integrando en X,
El i(d—yj =—Px (26)
dx \ dx

Separando variables

Eld (%j =—Pxdx (27)
dx

Integrando:

EIId(%j=—Pdex+Cl (28)
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ad__Lpye +C, (29)
dx 2

Se observa ahora que en el extremo fijo B de la Figura 8,
se tiene x = Ly @=dy/dx=0. Siempre debemos
considerar las condiciones a la frontera que conocemos,

s6lo en el punto B es donde conocemos el valor de la
deflexion. Sustituyendo estos valores en la Ec. (29) y

despejando a C,, se tiene:

y [x=L 6=0]
k=L y=0]
0 —
W Lg=—— | B
Al
[ L

Figura 8. Deflexion ya de la viga en voladizo.
Fuente: Elaboracion propia.

EI(0)=—ZP(L) +C, (30)

C, = % PL2 (31)

Sustituyendo la Ec. (31) en la Ec. (29):
dy 1 1

El -X=—ZPx*+ZPL® (32)
dx 2 2

Separando variables en la Ec. (32) de nueva cuenta:

Eldy = —% szdx+%PL2dx (33)

Integrando la Ec. (33)

EIJ.dy=—%P.|'x2dx+%PL2J.dx+C2 (34)

Ely = —% Px® +% PL’x+C, (35)

Pero en el punto B se tiene x =L, y = 0. Se tiene

El (0):—%P(L)3+%PL2(L)+C2 (36)

c,-tpe_Llpe-_lps @
6 2 3

Sustituyendo la Ec. (37) en la Ec. (35), se obtiene la
ecuacion de la curva elastica:

Ely = e dpex-lpp (38)
6 2 3

P 3 2 3
=——(—-xX"+3L°x-2L 39
y 6EI( ) (39)

Despejando el médulo de Young de la Ec. (39), se tiene:

E =i(—x3 +3L°x—2L°) (40)
6ly
Materiales y procedimiento

Esta practica permite que los estudiantes puedan estimar
el modulo de Young con ayuda de una viga en voladizo
(ver Figura 9).
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Figura 9. Equipo empleado para determinar el modulo de
Young.
Fuente: Elaboracién propia.

El aparato de prueba de la viga en voladizo consta de un
soporte de base, un moédulo amplificador de celda de
carga, un microcontrolador Arduino, un soporte, un
soporte de la viga, una celda de carga y una viga
cuadrada.

1.- Base y soporte: integrado por una base de soporte
grande en forma rectangular y un soporte cuadrado. El
soporte se utiliza para sujetar a la viga en voladizo.

W B = o < [

S ] o
Figura 10. Base y soporte.

Fuente: Elaboracion propia.

2.- Viga cuadrada de acero AISI 1018: es empleada para
determinar su médulo de Young.

Figura 11. Viga cuadrada de acero AISI 1018.
Fuente: Elaboracion propia.

3.- Masas con geometria cilindricas: son usadas para
provocar la deflexion de la viga en voladizo.

Figura 12. Masas con geometria cilindrica. (Material
de laboratorio, 2020)

4.- Bascula de precision: permite determinar la masa de
la esfera de acero. Asimismo, podemos obtener una
legibilidad en el rango de 1 mg (0.001 g) a 1 g, o de 0-3
decimales.
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Figura 13. Bascula de precision. (Equipo de laboratorio,
2020)

Equipo de proteccion individual a utilizar:

e Bata blanca

e Botas de seguridad

e Guantes de latex blandos
e Gafas de proteccion

Aspectos importantes del dispositivo a utilizar (ver Figura
5):

1. Asegurarse de que no tenga ninguna carga
(pesa) en el extremo de la viga antes de
encender el dispositivo.

2. Lacelda de carga soporta un peso maximo de 1
kg.

3. Lacelda de carga esta calibrada para estimar el
médulo de Young (E) con un peso maximo de

0.24 Kg. Si excede la carga maxima de
calibracion, NO se garantiza un buen resultado.

Procedimiento para llevar a cabo el experimento de
deflexion de la viga en voladizo. Lee cuidadosamente los
siguientes pasos, si tienes alguna duda pregunta a tu
docente o encargado de laboratorio correspondiente:

1. Leer el manual tedérico de la practica
proporcionado por el docente o encargado de
laboratorio para entender los principios
fundamentales del sistema mecéanico (viga en
voladizo).

2. Visualizar y conocer todos los componentes del
dispositivo (ver Figura 9).

3. Identificar los componentes del paso 2 en el
sistema fisico (viga en voladizo).

4. Seleccionar una masa (pesa) de la Tabla 1.
Verificar los ensayos posibles de acuerdo a la
masa elegida.

Nota: Asegurarse de utilizar las unidades del sistema
internacional (SI).

5. Realizar los célculos correspondientes con la
ecuacion de la curva elastica (ver Ec. (40)) y

10.

11.

12.

obtenga el mddulo de elasticidad ( E) de la viga

de seccion cuadrada. Para todos los ensayos
posibles considerar las siguientes dimensiones
constantes de la viga: base = 5 mm, altura =5
mmy largo = 52 cm.

E =i(—x3 +3L°x—2L°) (40)
6ly

Colocar cuidadosamente la viga de seccion
cuadrada en el dispositivo como se muestra en

la Figura 9, a una distancia L definida en el paso
5.

Fijar la viga se seccion cuadrada con los tornillos
laterales, utilice la herramienta adecuada para
realizar este paso.

Conectar el cable de comunicacién USB al
microcontrolador Arduino.

Conectar el cable USB a un puerto de
computadora para su alimentacion del
dispositivo. (NO colocar la carga en la viga).

Visualizar las indicaciones que muestra el
display del dispositivo para colocar la carga, o
esperar a que muestre el primer dato de

estimacion. Ejemplo: E[GPa]~0.005.

Evitar que la viga este oscilando después de
colocar la carga (pesa), con el fin de evitar una
lectura errénea y fatigar la celda de carga.

Esperar entre dos a cinco segundos
aproximadamente para obtener el valor del
modulo estimado. Registrar el dato de la
estimacion. Verificar el médulo estimado con el
grafico de Ashby (ver Figura 14) para un acero
AlSI 1018.
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Figura 14. Gréfico de Ashby para un acero AISI 1018.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Fuente: Elaboracién propia.

Para realizar otro ensayo retirar la carga (pesa)
actual o afiadir mas carga (pesa) segun sea el
caso (ver Tabla 1). Repetir los pasos del 10 al 12.
Si ya no se realizara ningln ensayo realizar los
pasos del 16 en adelante.

Si la carga fue colocada antes del paso 10,
RETIRAR LA CARGA y oprimir el botdn reset
del microcontrolador Arduino.

Una vez reiniciado el microcontrolador repetir los
pasos del 10 al 13.

Para finalizar los ensayos, retire
cuidadosamente la carga aplicada.

Esperar a que el display muestre un valor
estimado (sin carga) de E[GPa]z0.005 0
aproximadamente de cero.

Desconectar el cable USB del puerto de la
computadora.

19. Desconectar el cable de comunicacion USB del
microcontrolador Arduino.

Resultados

Las lecturas se pueden tabular en la forma descrita en las
Tabla 1. Los resultados se pueden calcular de acuerdo
con la teoria dada en la Seccién 7.

Tabla 1. Datos de ensayos posibles con diferentes rangos

de carga-deflexién.

Fuente: Elaboracion propia.

NUmero de Masa Masa Fu.erza Deflexion
ensayos ideal real apllcada Vi
posibles pesas (9) ideal (mm)

(9) (N)
1 20 20.01 0.1962 0.5
2 40 40.33 0.3924 1
3 50 51.11 0.4905 1.2
4 70 70.4 0.6867 1.5
5 100 102.18 0.9810 2
6 120 121.53 1.1772 3
7 140 142.9 1.3734 3.8
8 150 153.17 1.4715 4
9 170 172.90 1.6677 4.2
10 190 192.83 1.8639 4.8
11 200 203.88 1.9620 5
12 220 224.03 2.1582 5.2
13 240 max 243.77 2.3544 6
Calculos

Calcule con ayuda de la Ec. (40) el médulo de Young y
registre en las Tabla 2 el resultado registrado por el

dispositivo mostrado en la Figura 5.

Tabla 2. Resultados.
Fuente: Elaboracion propia.

NUmero de Médulo de | Médulo de
ensayos Young Young
posibles Ec. (40) (Equipo)

1
2
3
4
5
6
7
8
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10

11

12

13

14

Registre las siguientes dimensiones:

Altura

a=5mm
Base

b=5mm
Longitud
L=52cm
Médulo de Young

E =210 GPa

Cargas en la simulacion

Fuerza aplicada
ideal

(N)

0.1962

0.3924

0.4905

0.6867

0.9810

1.1772

1.3734

1.4715

1.6677

1.8639

1.9620

2.1582

2.3544

Con ayuda del software SolidWorks (SOLIDWORKS®
Simulation es un paquete de herramientas de analisis
estructural faciles de usar que utilizan el andlisis de
elementos finitos (FEA) para predecir el comportamiento
fisico real de un producto mediante la prueba virtual de
modelos CAD. El paquete proporciona capacidades de
andlisis estaticos lineales y no lineales, y de analisis
dinamicos) determine la deflexion maxima de la viga en
voladizo.

D7S DASSAULT

SYSTEMES

2
2S SOLIDWORKS

Figura 15. Deflexiébn méxima de la viga.
Fuente: Elaboracion propia.

Conclusiones

Se Determind la deformacioén unitaria longitudinal normal
€ =C/,0), a través de la deflexion de un elemento
diferencial de una viga, para determinar la el esfuerzo
normal maximo causado por la flexion o, = Mc/1.

Asimismo se encontré la ecuacion diferencial de la

elastica de una viga (d°y/dx? =M / El ), empleando

el esfuerzo normal méaximo y el radio de curvatura en la
longitud de arco ds, para determinar la deflexion de la
viga.
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