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Modulo de rigidez del resorte helicoidal

Modulus of rigidity of the helical spring
Martin Ortiz-Dominguez 2, Arturo Cruz-Avilés °

Abstract:

In this laboratory practice, the constant of the helical spring in a mass-spring system is determined through the differential equation
of the simple harmonic oscillator, in order to know the modulus of rigidity of the helical spring.
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Resumen:
En la presente préactica de laboratorio se determina la constate del resorte helicoidal en un sistema masa-resorte, a través de la ecuacion

diferencial del oscilador armonico simple, para conocer el médulo de rigidez del resorte helicoidal.
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Resorte helicoidal, oscilador arménico, médulo de rigidez, ley de Hooke, ley de Newton

. (Christensen, 2004; Nunes da Silva, 1994; Rao, 2012;
Introduccion Sofronas, 2012; Russell Johnston, et al., 2012)

El médulo de rigidez al cortante describe la respuesta
de un material ante la aplicacion de un esfuerzo cortante
qgue lo deforma. Otras denominaciones de uso frecuente
para el modulo de corte son modulo de cizalla,
cizalladura, de elasticidad transversal o de elasticidad
tangencial. EI médulo de rigidez al cortante, es un
pardmetro de interés en la Ingenieria Estructural,
Automotriz, aunque también resulta de interés para la
Ingenieria Geotécnica, sobre todo en Dinamica de
Suelos. Para deducir el moddulo de rigidez (G), es
necesario considerar el esquema de un sistema masa-
resorte helicoidal como se presenta en la Figura 1.
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Figura 1. Esquema de la deformacion de un resorte
helicoidal.
Fuente: Elaboracién propia.
Objetivo general

Determinar la constante del resorte helicoidal en un
sistema masa-resorte, a través de la ecuacion diferencial
del oscilador armoénico simple, para conocer el médulo de
rigidez del resorte helicoidal.

Objetivos especificos

. Implementar la ecuacién diferencial del oscilador
armoénico simple, a través de la segunda ley de
Newton y la ley de Hooke para resortes, para
conocer la solucién a partir de la regla de la cadena
y separacién de variables.

. Determinar la constante del resorte helicoidal (K ),

a través del grafico fuerza vs deformacion, para
conocer el mddulo de rigidez.

Aplicaciones practicas

Suspension automotriz

Un resorte amortigua los efectos de las irregularidades y
los impactos de la carretera, convirtiéndolos en
vibraciones. El resorte forma un vinculo importante entre
los componentes individuales de la suspension,
conectando las masas suspendidas y no suspendidas en
el vehiculo (ver Figura 2). Las masas no suspendidas
incluyen los componentes del vehiculo situados entre la
carretera y el resorte, es decir, las ruedas, el freno y
partes de la suspension y direccion de la rueda. Todos los
demas componentes del vehiculo se clasifican como

masas de resorte e incluyen la carroceria del automévil,
el tren de transmisién y las partes restantes de la
suspension y direccion de la rueda. En términos de la
comodidad de la suspensién de un automovil, la regla
basica es que cuanto menor es la relacion de masa no
suspendida de los resortes, mayor es la comodidad.

Figura 2. Suspension automotriz.
Fuente: Elaboracion propia.

Actuadores neumaticos

Los actuadores neumaticos son mecanismos que
convierten la energia del aire comprimido en trabajo
mecéanico (ver Figura 3). El cilindro de simple efecto
presenta una entrada de aire para producir una carrera
de trabajo en un solo sentido (el émbolo se hace retornar
por medio de un resorte helicoidal interno); se utiliza para
inmovilizar, marcar, sujetar, expulsar, etc.

Figura 3. Actuador neumatico.
Fuente: Elaboracion propia.

Resorte de valvulas

Los ciclos de carga del resorte de vélvulas que soporta,
hacen que en su fabricacion deba tenerse en cuenta la
resistencia a la fatiga (ver Figura 4). Se trata de fatiga a
la torsién, y la importancia de la eleccién de los aceros
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para su construccion, los aceros al carbono, y los aceros
aleados.

Figura 4. Resorte de vélvulas.
Fuente: Elaboracion propia.

Sin duda, el resorte de vélvulas debe resistir; tensiones
notables en especial un alto niumero de rpm, a la que se
debe agregar, debido a la frecuencia de accionamiento, el
riesgoso efecto de la fatiga. En el aplastamiento, el
alambre de resorte se ve sometido a una accién de torsion
en toda su helicoide pero cuando deja de estar aplastado,
el alambre recupera su forma original. Se sabe que estos
ciclos de recuperacion y deformacion, significan una fatiga
por torsién extraordinaria, llegando a valores proximos a
la rotura. Normalmente para los resortes de motores de
gran serie, se usan los aceros al carbono, y para los
motores de uso deportivo y de competencia, los aceros
aleados como los de cromo-silicio, y otras aleaciones
especiales, aptas para la fatiga en caliente, por lo que
conocer el modulo de rigidez se vuelve fundamental.

Teoria
Movimiento arménico simple

El término armonico se aplica en general a las
expresiones gue contienen términos con las funciones
senoy coseno. Para que un bloque realice un movimiento
oscilatorio armdnico simple debe estar sometida solo a la
accion de una fuerza restauradora proporcional al
desplazamiento. Si se le comunica una energia inicial al
bloque se le libera, ejecutara un movimiento de oscilacion
libre lineal alrededor de la posicion de equilibrio. El
ejemplo, prototipo o0 modelo, méas sencillo de un oscilador
arménico simple es el sistema masa-resorte sujeto a una
pared como de presenta en la Figura 6 y teniendo en
cuenta las siguientes idealizaciones:

Pared: La pared es rigida y esta fija en el espacio.

Masa: EI bloque estd sometido solo a la accién
recuperadora producida por el resorte. No actlia sobre el
ningun otro tipo de fuerza, en particular se despreciaran,
comparadas con la del resorte y la resistividad viscosa del
aire.

Resorte helicoidal: La masa del resorte helicoidal es
despreciable comparada con la masa del bloque, se
asume que no tiene masa. No existen fricciones internas
o externas en el resorte que produzcan acciones
disipativas. La relacion elastica de fuerza vs. deformacién
del resorte es exactamente lineal, es decir, obedece la
Ley de Hooke, por lo tanto, las deformaciones del resorte
helicoidal deben ser relativamente pequefias para que no
se produzcan efectos permanentes y la relacion elastica
con la fuerza sea en todo momento estrictamente lineal.

e

‘.‘

Figura 5. Oscilador arménico simple: Sistema masa-
resorte.
Fuente: Elaboracion propia.

Si la constante de rigidez elastica del resorte es k y el
desplazamiento y del bloque se mide a partir de la
posicion relajada del resorte (sin estirar, ni comprimir), la
fuerza restauradora que ejerce sobre el blogue es:

F=-ky @

Aplicando la ley de Newton se obtendra la ecuacion
diferencial del movimiento del oscilador arménico simple.
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Igualando la ley de Hooke (F = - ky) con la segunda ley
Newton (F = My ), en una dimension se tiene:

my =—ky (2)

my+ky=0 (3)

ﬂ+ﬂ=£ (4)
m m m

Como my k son cantidades constantes caracteristicas del
sistema en este caso particular del oscilador masa-
resorte y teniendo en cuenta que en la ecuacion
diferencial aparece el cociente entre ellas (k/m), podemos
definir una nueva cantidad constante:

ol =" (5)
m

La definicion de la Ec. (5), se puede reescribir la Ec. (4)
con una sola constante, es decir:

y+awjy=0 (6)

La Ec. (6) corresponde a las llamadas ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden lineales con
coeficientes constantes, que se presentan repetidas
veces en el estudio de las Vibraciones Mecéanicas. Para
el caso particular del oscilador arménico simple, se
considera a la Ec. (6), es decir:

y=-ajy (7)

Considerando que la aceleracién se puede expresar de la
siguiente manera:

.._dudy:d_uu

= 8
dydt dy ®

Sustituyendo la Ec. (8) en la Ec. (7), se tiene:

do
d—yu=—a)§y 9)

Separando las variables e integrando la Ec. (9), se llega
a

y=y

j vdo=-c} | ydy (10)

L= Y=Yo

%( 2—v§)=—%w§(y2—y§) (11)

Considerando que en t=0: y=y, y v=y,

.Despejando la velocidad de la Ec. (11), se tiene:

%( 2—v§)=—%w§(y2—y§) (12)

Definiendo que:

2
A=y + 2 (13)

2
0

Sustituyendo la Ec. (13) en la Ec. (12), se llega a:
2 2 ( A2 2
V= (A -y*) (14)

Con la Ec. (14), se tiene que la velocidad se puede
expresar en funcién de la posicion (v = f(y)).
Volviendo a reescribir la Ec. (14).
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_ —coo(Az—

2 1/2
15
= y )" (15)

Volviendo a separar las variables e integrar en la Ec. (15),
se tiene:

d
— _—adt @)

dy t=t
— Y _u [d @7)
y=Yo (A2 - y2 )1/2 Ot;[o

Considerando un cambio de variable en la Ec. (17), es
decir:

y=Asing (18)

dy = Acos@déd (19)

Con limites de integracion t =0: y =Y, , en ese sentido,

si hacemos un cambio de variable tenemos que hacer un
cambio de limites, es decir:

—arcsin| Y
H_arcsm(Aj (20)
6, —arcsm(yo) (21)

Sustituyendo las Ecs. (18)-(21) en la Ec. (17), se tiene:

=t (22)

B cosgdé
o0, A(1-sin 9) o°0, (cos’ 9)1/2
¥ cos0do

= er—eo :C!)Ot (23)
0=6,

2 Acos@d@ f

O=at+0, (24)

Finalmente sustituyendo la Ec. (24) en la Ec. (18), se llega
a:

y=Asin(aot+6,) (25)

y= Asin(\/gt +60J (26)
m

Las cantidades A vy 490 de acuerdo con las expresiones

utilizadas para establecerlas, como puede verse,
depende de las condiciones iniciales, es decir de la
posicion inicial Y, y de la velocidad inicial v.
Fisicamente se puede decir que es la energia cinética y
potencial que se le comunica inicialmente al oscilador
para luego liberarlo y que inicie su movimiento oscilatorio.
Como la fuerza ejercida por el resorte es conservativa, la
energia mecanica total (potencial mas cinética) se
conserva durante todo el movimiento de oscilacion libre.

Propiedades elasticas

Se pretende determinar la distribucién de las
deformaciones a cortante en un eje circular de longitud

L yradio C que ha sido girado en un angulo ¢ (también

representa al Simbolo Griego Phi) (ver Figura 7).
Desprendiendo del eje un cilindro de radio I, la
deformacion cortante " ¥ " debe ser igual al angulo entre

las lineas AC y AC’

expresarse en radianes). En la Figura 6 se observa que,
para valores pequefios de "y ", puede expresarse la

(recordar que "y " debe

longitud de arco CC’'como CC'= Ly . Pero, por otra
parte, se tiene que CC' =r¢. Se deduce que:
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=Ly @)
7= @)

Figura 6. Deformacion unitaria cortante.
Fuente: Elaboracién propia.

donde "y "y ¢ estan, ambos expresados en radianes.

La Ec. (28) muestra, como podria haberse anticipado,
gue la deformacion a cortante en un punto dado del eje

en torsion es proporcional al angulo de giro CC'= re.
También muestra que "y " es proporcional a la distancia

I'" desde el eje de la flecha hasta el punto bajo
consideracién. Por lo tanto, la deformacién unitaria a
corte en una flecha circular varia linealmente con la
distancia desde el eje de la flecha. Se deduce de la Ec.
(28) que expresa la deformacioén a cortante es maxima en
la superficie del eje, donde I' =C . Se tiene:

_of
Vmax = L (29)

Combinando las Ecs. (28) y (29), puede expresarse la
deformacion a cortante " " a una distancia "I " del eje

de la flecha como:

r
7 =77 max (30)
C

Esfuerzos en el rango elastico

Considerar el caso en el que el par torsion M es tal que
todos los esfuerzos cortantes en el eje se encuentran por

debajo de la resistencia a la cedencia Sy , esto significa
que los esfuerzos en el eje permaneceran por debajo del
limite de proporcionalidad y también por debajo del limite
elastico. Por lo tanto, se aplicara la ley de Hooke y no
habrda deformacién permanente. Aplicando la ley de

Hooke par el esfuerzo y la deformacion a cortante, se
escribe:

=Gy (31

Donde G es el médulo de rigidez o médulo de corte del
material. Multiplicando ambos miembros de la Ec. (30)
por G se escribe:

Gy =<Grp (32)

0, considerando la Ec. (31), se llega a que la Ec. (32), se
puede expresar como:

max

TZLT .. (33
C

La Ec. (33), muestra que, mientras la resistencia a la
cedencia (o el limite de proporcionalidad) no sea
excedida en ninguna parte de la flecha circular, el
esfuerzo cortante en la flecha varia linealmente con la
distancia "I " desde el eje de la flecha. La magnitud del

par torsion M ejercido sobre el eje:

M = j r(zdA) (34)
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con dF =7dA. Sustituyendo la Ec. (33) en la Ec. (34),
se llega a:

M = r(grmédij: TmTj r2dA  (35)

La integral en el Ultimo miembro representa el momento
: . 2 C
polar de inercia J :JI’ dA de la seccién transversal

con respecto a su centro O. Se tiene entonces que

M = Iméx 3 (36)
C

Donde esfuerzo cortante maximo se puede expresar
como:

Mc
. =—— (37
T ] (37)

Finalmente sustituyendo la Ec. (37) en la Ec. (33), se
expresa el momento cortante a cualquier distancia "
" del eje de la flecha como:

Esfuerzos en un resorte helicoidal

La Figura 7 representa un resorte helicoidal de espiras
cerradas, estirado bajo la accion de una fuerza axial F .

L
———
e —
— —
- —
— ——
—_— —

-
— —
——
-
- -
F

Figura 7. Resorte helicoidal de espiras cerradas.
Fuente: Elaboracion propia.

El resorte esta formado por un alambre o varilla redonda
de diametro "r" enrollada en forma de hélice de radio

medio R(=D/2). La pendiente de esta hélice es

pequefia, de manera que se puede considerar can
bastante aproximacion que cada espira esta situada en
un plano perpendicular al eje del resorte. Para determinar
los esfuerzos producidos por F se sigue el
procedimiento general de cortar el resorte por una
seccion de exploracion, y determinar las fuerzas
resistentes que se necesitan para el equilibrio de una de
las porciones separadas por esta seccion. Después se
analiza la distribucion de esfuerzos que originan estas
fuerzas resistentes. La Figura 9 representa el diagrama
de cuerpo libre de la porcion superior del resorte. Para el
equilibrio en direccion axial, la fuerza F , que representa
la accion sobre esta seccion de la porcidn suprimida, ha

de ser igual a F . El equilibrio horizontal también se

cumple, ya que ninguna de las dos, ni F ni F en la
Figura 8, tienen componentes en esta direccion. Para el

equilibrio de momentos, como F y F, opuestas y
paralelas, producen un par M = FR, en la seccién debe

existir otro par resistente M = FR igual y opuesto al
anterior, originado por un esfuerzo cortante de torsion,
distribuido en la seccién de corte. Se representa por

M =FR.
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I Esfuerzo cortante torsional, Ty

Figura 8. Diagrama de cuerpo libre.
Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 8, se presenta la distribucion de esfuerzos
que producen estas fuerzas resistentes en la seccion de
corte. Observamos dos tipos de esfuerzo cortante: (1) un

esfuerzo cortante 7. uniformemente distribuido,

producido por la fuerza resistente F que pasa su centro
de gravedad, y (2) un esfuerzo cortante variable
producido por el par torsor resistente 7,, determinado en

la Ec. (38). Este Ultimo varia tanto en magnitud, con la
distancia al centro, como en direccion, ya que es
perpendicular al radio en cada punto. El esfuerzo

resultante en cada punto es la suma de 7. y 7, (ver
Figura 9).

Figura 9. Suma de las dos distribuciones, producen un
capo torsional descentrado.
Fuente: Elaboracion propia.

En resumen, el esfuerzo cortante maximo tiene lugar en
el punto de la seccion mas proximo al eje del resorte y
viene dado por la suma del esfuerzo cortante directo,

e =F/Ay 17, =Mr/J, esdecir:

F Mr
T:TF+TM:X:T (39)
Donde,
F 4F
=—= 40
TF A 7Z'd2 ( )
. _Mr_FDr/2 _16FDr 8FD .

J zd*/32 272d% #d®

Sustituyendo las Ecs. (40) y (41) en la Ec. (39), se tiene:

(42)

T=Tp+7) =

4F 8FD ( d jSFD
—mt—= =55t =5
zd zd 2D zd

Deformacion en resortes helicoidales y el efecto en la
curvatura

Practicamente toda la elongacion de un resorte segun el
eje se debe a la torsion del alambre. En la Figura 10, se
presenta la deformacion de un resorte helicoidal.

Figura 10. Deformacién de un resorte helicoidal.
Fuente: Elaboracion propia.

De la Figura 11, se tiene:

Y :%(d¢) (43)
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Donde

d¢=2d—7dx (44)

Por otro lado, se tiene que el arco "dy" se puede
expresar como:

dy:%dgﬁ (45)

Sustituyendo la Ec. (44) en la Ec. (45), se llega:

0-2(%) o

La elongacién total es la suma de todas las
contribuciones "dy ":

yjy dy = 7d—D X__[L dx (47)
x=0

Y=Yo

Donde L=NzD es la longitud del resorte. Por lo que
la Ec. (47), escribe como:

y—yO:Ay:yd—DL:yd—DNﬂD (48)

Ademaés, de la Ec. (31) se tiene:

Tm

i~ (49)

Sustituyendo las Ecs. (41) y (49) en la Ec. (48), se tiene:

3
8FD£N7TD:8FI43 N
d'G

_Dw erb
zd® dG

A NzD = 50
y=43a \”* (50)

Y la constante elastica o rigidez del resorte helicoidal
resulta en:

4
kzizd_BG (51)
Ay 8D°N
8kD*N
G=""i (2

Con

K = constante de resorte

D = diametro del resorte

N = ntmero de espiras activas
d = diametro de la espira

G = moédulo de rigidez

Finalmente sustituyendo la Ec. (51) en la Ec. (26), se llega
a una expresion que considera las dimensiones del
resorte y el médulo de corte del material, es decir:

4
y = Asin ’/8?3—3(?%“00 (53)

Materiales y procedimiento

Esta practica permite que los estudiantes puedan estimar
el moédulo de rigidez con ayuda de un resorte helicoidal
(ver Figura 11).
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ee

Figura 11. Equipo empleado para determinar el médulo
de rigidez del resorte helicoidal.
Fuente: Elaboracion propia.

El aparato de prueba del resorte helicoidal consta de un
soporte buretas, un resorte helicoidal, un soporte del
resorte, una regla graduada en milimetros, un juego de
pesas y un porta pesas.

1.- Soporte universal: integrado por una base integrada
por tres brazos de soporte y una varilla de acero
inoxidable. El soporte se utiliza para sujetar al resorte
helicoidal.

Figura 12. Soporte universal. (TecnoEdu, 2004)

2.- Resorte helicoidal: es empleado para determinar su
médulo de rigidez.

Figura 13. Resorte helicoidal.
Fuente: Elaboracion propia.

3.- Masas con geometria cilindricas: son usadas para
provocar la deformacién del resorte helicoidal.

)
\

Figura 14. Masas con geometria cilindricas.
(TecnoEdu, 2004)

4.- Bascula de precision: permite determinar la masa de
la esfera de acero. Asimismo, podemos obtener una
legibilidad en el rango de 1 mg (0.001 g) a1 g, o de 0-3
decimales.
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\..\_P &

Figura 15. Bascula de precision. (Equipo para
laboratorio, 2020)

5.- Regla milimétrica: permite tomar medidas de la
deformacién del resorte cuando se aplica una carga.

Figura 16. Regla milimétrica. 6

Procedimiento experimental

Equipo de proteccién individual a utilizar:

e Bata blanca

e Botas de seguridad

e Guantes de latex blandos
o (Gafas de proteccion

Aspectos importantes del dispositivo a utilizar (ver Figura
11):

Asegurarse de que no tenga ninguna carga
(pesa) en el porta pesas antes de medir las
deformaciones en el resorte.

Con ayuda de la regla movil y el porta pesas fijar
el origen.

Procedimiento para llevar a cabo el experimento de
deformacién del resorte helicoidal. Lee cuidadosamente
los siguientes pasos, si tienes alguna duda pregunta a tu
docente o encargado de laboratorio correspondiente:

~

Leer el manual tedrico de la practica
proporcionado por el docente o encargado de
laboratorio para entender los principios
fundamentales del sistema masa-resorte.

Visualizar y conocer todos los componentes del
dispositivo (ver Figura 11).

Sin que cuelgue del resorte masa alguna,
determinar la posicion de su extremo libre.
Extremo inferior.

Coloca en el porta pesas la primera masa que se
indica en la Tabla 1.

Con la balanza determinar la masa de cada una
de las pesas calibradas.

Lentamente lleva la masa hasta su nueva
posicion de equilibrio (evita que oscile).

Mide la nueva posicion Yy del extremo inferior
del resorte (ver Figura 17).
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Figura 17. Medicién de la deformacién de un resorte
helicoidal.
Fuente: Elaboracién propia.

8. Retirala masa.

9. Repite los pasos del 3 al 8

Resultados

Las lecturas se pueden tabular en la forma descrita en las
Tabla 1. Los resultados se pueden calcular de acuerdo
con la teoria dada en la Seccion 7.

Tabla 1. Datos de ensayos posibles con diferentes
rangos de carga-deformacion.
Fuente: Elaboracion propia.

Numero Masa Masa Fu.erza Deformacion
ideal aplicada
de ensayos real . Yn
posibles pesas (9) ideal (mm)
(@) (N)
1 5
2 10
3 15
4 20
5 25
6 30
7 35
8 40
Célculos

e Con ayuda de Microsoft Excel, hacer un gréfico
de dispersion considerando los puntos de

deformacion de la Tabla 1, Y, en funcion de la

fuerza aplicada.
Nota: Pasos a seguir en Excel:

1. Seleccionar simultaneamente las dos columnas
de datos (M, J.,Y,)

Insertar

Gréficos

Insertar gréafico de dispersion (X, Y)

Opciones de linea de tendencia

Lineal
Presentar ecuacion en el grafico

No o ~wd

8. Presentar el valor R cuadrado en el gréfico

Con ayuda de la Ec. (51), tenemos:
F =kAy (54)

Si comparamos la Ec. (54), con la ecuacion de la recta sin
ordenada al origen obtenida del gréafico, es decir:

y=mx (55)

Claramente, la pendiente de la recta obtenida, se
interpreta como la constante del resorte, con esta
constante, determinar el modulo de rigidez del resorte
helicoidal (ver Ec. (52)).

Simulacién

Con ayuda del software Solidworks (SOLIDWORKS®
Simulation es un paquete de herramientas de analisis
estructural faciles de usar que utilizan el andlisis de
elementos finitos (FEA) para predecir el comportamiento
fisico real de un producto mediante la prueba virtual de
modelos CAD. El paquete proporciona capacidades de
analisis estaticos lineales y no lineales, y de analisis
dindmicos) determine la deformacion del resorte helicoidal.

2
AT

(Y

2
2S SOLIDWORKS

Figura 18. Resorte helicoidal.
Fuente: Elaboracion propia.
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Conclusiones

Se implementé la ecuacion diferencial del oscilador
armonico simple, a través de la segunda ley de Newton y
la ley de Hooke para resortes, para conocer la solucién a
partir de la regla de la cadena y separacion de variables.

Ademas se determind la constante del resorte (k), a
través del gréfico fuerza vs deformacion, para conocer el
madulo de rigidez.
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