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Método Stormer-Verlet contra ODE45: Una comparacion en la resolucion del
péndulo simple

Stormer-Verlet method versus ODE45: A comparison in solving the simple
pendulum
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Abstract:

The simple pendulum is a dynamic system widely studied in physics and engineering due to its conceptual simplicity and the rich
variety of physical phenomena it exhibits. To analyze its behavior, it is common to use numerical methods to solve its equations of
motion. This work presents a comparison between two numerical approaches: the Stérmer-Verlet method and MATLAB’s ODE45
function.

While ODE45 is appreciated for its ease of use and accuracy across a wide range of problems, the Stérmer-Verlet method stands out
for its ability to conserve the system’s energy and its symplectic properties, which are essential in the simulation of conservative
systems. The results obtained with both methods are presented, and their advantages, limitations, and suitability for studying the
simple pendulum are discussed, highlighting the conditions under which the Stormer-Verlet method offers superior performance in
terms of stability and energy conservation.
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Resumen:

El péndulo simple es un sistema dinamico ampliamente estudiado en fisica e ingenieria debido a su simplicidad conceptual y a la
riqueza de fendmenos fisicos que presenta. Para analizar su comportamiento, es comun recurrir a métodos numéricos que permitan
resolver sus ecuaciones de movimiento. En este trabajo se realiza una comparacion entre dos enfoques numéricos: el método Stérmer-
Verlet y la funcion ODE45 de MATLAB.

Mientras que ODE45 es apreciado por su facilidad de uso y precision en una amplia gama de problemas, el método Stormer-Verlet
destaca por su capacidad para conservar la energia del sistema y sus propiedades simplécticas, caracteristicas esenciales en la
simulacion de sistemas conservativos. Se presentan los resultados obtenidos con ambos métodos y se discuten sus ventajas,
limitaciones y adecuacion para el estudio del péndulo simple, resaltando las condiciones en las que el método Stormer-Verlet ofrece
un desempeifio superior en términos de estabilidad y conservacion de la energia.
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Introduccion

El péndulo simple es uno de los sistemas dinamicos
clasicos mas estudiados en fisica e ingenieria, ya que,
a pesar de su aparente simplicidad, permite explorar
fenémenos como la periodicidad, la estabilidad y la

conservacion de la energia [1]. El estudio de su
comportamiento resulta fundamental para
comprender conceptos mas complejos en sistemas
no lineales y conservativos.

Debido a que, en la mayoria de los casos, las
ecuaciones de movimiento del péndulo simple no
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admiten una solucién analitica exacta para grandes
amplitudes, es necesario recurrir a métodos
numéricos para obtener aproximaciones precisas de
su evolucion temporal [2]. Entre las herramientas mas
utilizadas se encuentra la funcion ODE45 de
MATLAB, basada en el método de Runge-Kutta de
orden variable, conocida por su precision y eficiencia
en una amplia gama de problemas.

Sin embargo, en sistemas conservativos como el
péndulo simple, donde la conservacion de la energia
es crucial, resulta conveniente emplear métodos que
mantengan mejor esta propiedad a lo largo del tiempo
de simulacion [3]. En este contexto, el método Storm-
Verlet, un integrador simpléctico ampliamente usado
en dinamica molecular y fisica computacional ofrece
una alternativa atractiva por su capacidad para
conservar la energia y su estabilidad numérica a lo
largo de simulaciones prolongadas.

El propdsito de este trabajo es comparar el
desempefio de ambos métodos en la resoluciéon de
las ecuaciones de movimiento del péndulo simple,
evaluando su precision, estabilidad y capacidad para
conservar la energia, con el objetivo de determinar su
adecuacion en el estudio de sistemas dinamicos
conservativos.

Péndulo simple

Deduccion de la ecuacion de movimiento del péndulo
simple usando la mecanica newtoniana y la ley de
conservacion la energia (E=K+V).

—mg

Figure 1. Diagrama de cuerpo libre del péndulo simple

A partir de la segunda ley de Newton tenemos que
Y. (Fuerzas en x) = m *a

a=d? (longitud de arco)
dt

Donde y longitud de arco = 10

Por lo tanto, la ecuacion de movimiento para el péndulo
simple esta dada por

d29+g inf =0
gz TSm0 =

Por otro lado, usando la ley de la conservacion de la
energia tenemos, denotando por K la energia cinética y
por V la energia potencial. Tenemos que

E=K+V= imlzéz + mgl(1 — cos6)

Dado que la energia es constante y la longitud es mayor
que cero, la ecuacion anterior la podemos escribir como

E
donde C = —

1. g
C=592+T(1—c056), e

Ecuacion de Hamilton y método de Stormer-Verlet

Sig =6 yp =0 entonces el sistema de primer orden
asociado a la ecuacion de movimiento del péndulo

simple es ¢' =p,p’ = _l—gsinq, si H(p,q) = %pz +
%(1 — cosq), entonces p’ = —‘;—Z yq' = Z—:. Por lo que
el sistema de primer orden es un sistema

Hamiltoniano y la dupla conjugada (p, q) tiene un
grado de libertad [4].

El método de Stérmer-Verlet es un integrador
numeérico simpléctico utilizado para resolver sistemas
hamiltonianos de la forma obtenida y consiste en
actualizar de forma intercalada las variables p y q
mediante el siguiente esquema:

h\ 0H
Pn+1/2 = Pn — <E) E(qn)

0H
Qn+1 = qn + h%(pn+1/2)
h\ OH
Pn+1 = Pn+1/2 — (E) a%(‘lnﬂ)

donde h es el tamafio del paso temporal [5][6][7].

Metodologia

Para comparar el desempefio de los métodos ODE45
y Stérmer-Verlet en la resolucion numérica del
péndulo simple, se implementd un esquema de
simulacion controlado en MATLAB, considerando
tanto la precision de las soluciones como la capacidad
de cada método para conservar la energia total del
sistema en el tiempo.

Se empled la funcion ODE45 de MATLAB (2024a),
basada en el método de Runge-Kutta de orden
variable (4/5), configurada con las tolerancias por
defecto y control automatico del tamario de paso. Este
método se eligid por su eficiencia y capacidad de
ajustar dinamicamente el paso temporal para
garantizar precision local en cada iteracion, ademas
de su popularidad en la comunidad cientifica.
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Para el método Stérmer-Verlet se consideré la
formulacion hamiltoniana del sistema y el integrador
simpléctico se implementd utilizando el esquema
mencionado en la seccion anterior.

Condiciones de simulacion

Se consideraron las siguientes condiciones para
ambos métodos:

e Longitud del péndulo: I =1m
e Masa del péndulo:m = 1kg
e Aceleracion gravitacional: g = 9.81m/s?
e Condiciones iniciales:
o 6(0)=
(3.05,2.62,2.18,1.75,1.40, 1.05,
0.70,0.35,0.26) rad
o 6(0)=0m/s?
e Intervalo temporal: t € [0,100]
e Tamafio de paso:
o ODE45:0.01s
o Stormer — Verlet: h = 0.01

Criterios de comparacion

Se evaluaron los siguientes aspectos:

e Conservacion de la energia total usando el
Hamiltoniano obtenido y su variacion relativa
respecto a su valor inicial.

o Estabilidad numérica ante variaciones del angulo
inicial.

e Precision de la trayectoria angular

e Costo computacional, medido como tiempo de
ejecucion para un mismo intervalo de simulacion.

Implementacion

Ambos métodos se programaron en MATLAB
R2024a. ODE45 se utiliz6 mediante su llamada
estandar, mientras que Stormer-Verlet se implementé
de manera manual siguiendo el esquema antes
descrito. Los resultados se graficaron analizando el
mapa fase (0 vs ) para analizar las trayectorias
angulares, la energia total, y el error relativo en
funcién del tiempo.

Resultados

Usando los cédigos en lenguaje m e implementando
en un caso la funcion ODE45 y en el otro el algoritmo
del método Stérmer-Verlet se utilizaron los valores

para @ y6@en el tiempo para calcular la energia
correspondiente E(t).

Enorgia n funeién i tiermpe- COEAS Enargia i dad o Varlel

—f, =3.05 rad
Ay =2.62 rad
0, =2.18 rad
8, =1.75 rad
A =1.40 rad
”ﬂ =1.05rad
— 0, =0.70 rad
8, =0.35 rad
—f, =0.26 rad

Figura 2. Graficas del valor de la energia en ambos
meétodos

El error relativo esta dado por e, = %

Error ratato do Enarga - O0ENS
0, =3.05 rad
#y =2.62 rad

. 0,=2.18 rad vl
—t =1.75 rad 'dr

Error elatevo de Eneroia - Stormer-Variet

1y =1.40 rad [’J
. 4, =105 rad J s
H — 8, =0.70 rad ﬁ_’ﬂ,wu-
K . e
: — 4, =0.35 rad |
e |y =026rad e e wt

Tiempa (s

Figura 3. Graficas de errores relativos en ambos
métodos

Comparamos los mapas fase obtenidos con cada
método con el fin de comparar la precision de la
trayectoria angular.

Rairste e fase-ODEAS R Retrate d fase - Métads g Veriet

Figura 4. Mapas fase obtenidos en ambos métodos.

Finalmente, para el costo computacional se modifico
el codigo principal para ejecutar 10 veces cada
método, para obtener el tiempo promedio y un
intervalo de confianza del 95% y se obtuvieron los
siguientes valores:

Tabla 1. Costo computacional.

Método

Tiemp IC
o] (min.)

(max.)
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medio
(s)
Stoérme 0.1389 0.1195 0.1582
r-Verlet 2 9 4
ODE45 0.1213 0.1144 0.1282
7 7 8
Discusién

Conservacion de energia

ODE45, al ser un método de propésito general
basado en Runge-Kutta, presenta perdida\ganancia
en la energia total a lo largo del tiempo,
especialmente para angulos iniciales grandes. Lo cual
provoca que la energia no se conserve de manera
adecuada.

Stormer-Verlet, disefiado especificamente para
sistemas conservativos (Hamiltonianos), mostré una
conservacion de energia notablemente mejor. La
energia total permanece practicamente constante en
el tiempo, incluso para grandes angulos. Esto se debe
a que es un método sin integrador explicito de
energia, pero su estructura simétrica y de segundo
orden permite que las oscilaciones en la energia se
mantengan acotadas y oscilantes alrededor del valor
real, sin tendencia creciente.

Error Relativo de Energia

ODE45 presenta un error creciente o con mayor
dispersion conforme pasa el tiempo y aumenta el
angulo inicial. Este comportamiento se acentua para
valores iniciales mayores, debido a que la no
linealidad de sin(6) hace que los errores locales de
integracion se acumulen.

Stérmer-Verlet mantiene un error relativo bajo (por
debajo de 0.07) y estable en todo el dominio temporal,
con ligeras oscilaciones, pero sin tendencia creciente.
Esto refuerza su propiedad favorable para sistemas
conservativos.

Retratos de Fase

ODE45 genera retratos de fase suaves, pero en
angulos grandes se aprecia ligera dispersion de las
trayectorias debido a la acumulacion de error
numeérico.

Stormer-Verlet muestra trayectorias cerradas,
consistentes y simétricas alrededor del origen,

reflejando una conservacion adecuada de las
constantes de movimiento.

Tiempo computacional

Aunque ODE45 fue ligeramente mas rapido en
promedio, la diferencia no es significativa (usando t-
test). Ademas, considerando que Stormer-Verlet
garantiza mejor conservacion de energia y estabilidad
geométrica, esta pequefia penalizacion temporal es
aceptable para simulaciones donde estas
propiedades son esenciales [8].

Conclusiones

La comparacion entre los métodos numéricos ODE45
y Stérmer-Verlet en la resolucion del péndulo simple
permite concluir que, si bien ambos pueden resolver
adecuadamente las ecuaciones de movimiento en
intervalos de tiempo limitados, presentan diferencias
significativas en la conservacion de propiedades
fisicas alargo plazo. El método Stérmer-Verlet mostré
una clara superioridad en la preservaciéon de la
energia total del sistema y en la estabilidad numérica,
lo que lo convierte en una opcion mas adecuada para
la simulacion de sistemas conservativos.

En contraste, ODE45 presentd desviaciones
crecientes en la energia conforme avanzaba la
simulacion, lo que refleja una acumulacion de errores
numericos tipica de los métodos de integracion
generalistas. Aunque este método resulté ligeramente
mas eficiente en tiempo de computo, dicha ventaja no
compensa su menor fidelidad en la conservacion de
magnitudes fisicas. Por ello, se recomienda el uso de
Stérmer-Verlet en aplicaciones donde la estabilidad
geométrica y la precision a largo plazo son prioritarias,
como ocurre en estudios de dinamica no lineal o
mecanica celeste [9].
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