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Objetivo del bloque

Aplicar los conceptos de razon de cambio y pendiente de la recta
tangente mediante el analisis grafico y variacional de situaciones

hipotéticas y reales que faciliten al estudiante herramientas para la toma
de decisiones.

Aprendizaje esperado

Aplicar los conceptos variacionales de situaciones hipotéticas y reales que
faciliten al estudiante herramientas para la toma de decisiones.



Competencias a desarrollar

Competencias de Competencias Disciplinares

pensamiento critico v Argumenta la solucion obtenida de
un problema, con métodos
numericos, graficos, analiticos o
variacionales, mediante el lenguaje
verbal, matematico y el uso de las
tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

V' Piensa critica y reflexivamente

V' Estructuraideas y argumentos de
manera clara, coherente y sintética.

V' Explica e interpreta los resultados
obtenidos mediante procedimientos
matematicos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones
reales.



Resumen

En el presente trabajo se presenta una metodologia para resolver problemas de
optimizacion. Para ello, se describen cuatro pasos a seguir y se muestran
algunos ejemplos de aplicacion para asegurar el aprendizaje. En la mayoria de
los ejercicios utilizar el criterio de la segunda derivada suele ser mas versatil que
el criterio de la primera derivada siempre que, la segunda derivada sea mas
simple que la primera derivada. Para abordar adecuadamente este material es
necesario haber entendido el tema “Elementos de analisis de intervalos y
puntos caracteristicos de una funcion mediante la derivada: crecimiento,
decrecimiento, concavidad, maximos, minimos y puntos de inflexion”.

Palabras clave: derivada,
optimizacion.



Abstract

A methodology to solve optimization problems is presented. Four steps
to follow are described and some application examples are shown. In
most exercises, using the second derivative test is usually more versatile
than the first derivative test as long as the second derivative is simpler
than the first derivative. To properly address this material, it is necessary
to have understood the topic "Elements of analysis of intervals and
characteristic points of a function through the derivative: growth,
decrease, concavity, maximum, minimum and inflection points'".

Keywords: derivate,
optimization.



Introduccion

Los métodos que se han aprendido para encontrar
los valores extremos tienen aplicaciones practicas
en muchas areas de la vida.

Por ejemplo, un empresario textil o de refresqueras en
ocasiones quieren minimizar el uso de sus materias primas
para minimizar los costos y por tanto maximizar las
ganancias. 0 en la construccion de oleoductos desde una
plataforma marina para minimizar costos.
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Introduccion

Y asi pueden haber muchos ejemplos mas, sin
embargo, en la mayor parte de los problemas
practicos el problema consiste de “pasar un
problema expresado en palabras en un
problema de optimizacion, estableciendo /a
funcion que va a maximizar o minimizar'
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Resolucion de problemas de
optimizacion

Es por ello que algunos pasos para la resolucion de
problemas de optimizacion pueden ser los siguientes:

4. Derive la
3. funcion y
Introduzca encuentre
la notacion los puntos
extremos

1.
Comprenda
el problema

2. Dibuje un

diagrama
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Resolucion de problemas de
optimizacion

1. Comprenda el problema. Leer
detenidamente el problema hasta que
se entienda claramente.

(Qué se desconoce?,
¢ Cuales son las cantidades conocidas?.
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Resolucion de problemas de
optimizacion

2. Dibuje un diagrama. Muchas veces
resulta Util dibujar un diagrama e identificar
las cantidades dadas y las cantidades
requeridas en el diagrama.
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Resolucion de problemas de
optimizacion

3. Introduzca la notacion. Asigne un simbolo a la
cantidad que va a ser maximizada o minimizada (por
ejemplo V) y exprese V en términos de otras cantidades
desconocidas. Utilice la informacion dada para encontrar
relaciones (en forma de ecuaciones) entre estas
variables. Utilice estas ecuaciones para eliminar todas,
excepto una de las variables en la expresion para V. De
esta manera V se expresara en funcion de una variable x,
por ejemplo V=F(x).



15

Resolucion de problemas de
optimizacion

4. Derive la funcion y encuentre los puntos
extremos. Utilice los métodos aprendidos para
encontrar los valores maximo o minimo absolutos de f.
En la mayoria de los problemas el criterio de la segunda
derivada suele ser el mas versatil (como se vera en los
ejercicios). En particular, si el dominio de £ es un
intervalo cerrado, entonces puede utilizarse el método
del intervalo cerrado como se vera en el Gltimo ejercicio
de aplicacion.



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion
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Se va a fabricar una lata que ha de contener un volumen V.
Encuentre las dimensiones que debe tener la lata de
manera que minimicen el costo del metal para fabricarla.
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Area 2w Area (27r)h Tomado de: Stewart, J. (2012).



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Se va a fabricar una lata que ha de contener un volumen V. Encuentre las
dimensiones que debe tener la lata de manera que minimicen el costo del
metal para fabricarla.

g e

_——

]

===t

Solucion: r

El area superficial es A(r) = 2nr? + 2nrh.
Para eliminar a h tomemos en cuenta el volumen V.

Asi: nr*h = V. Despejando h y sustituyendo en la Tomado de: Stewart, J. (2012
funcion del area se tiene: A() = 2ar? + 2nr (HL) =2mr2 + 2

Area 2w Area (2mrik

17



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

V 2V
X A(r) = 2nr? + 2nr (—2) = 2nr? +—
r r
Para encontrar los nUmeros criticos derivamos a la funcion e igualamos
a cero
] 2V 2Q2nr3 =V
A'(r) =4nr — — = ( 3 )=0,
r aa

Entonces (Zrerf H V) =0 S = (1)5.

2T

Ahora aplicamos el criterio de la segupda derivada ya que lo que nos

: . V\3 | 1]
interesa saber es quesienr = =) A(r) tiene un minimo.

18



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

4y
X A" (x) = 41 + —
T

L
3

Al sustituir el valor de r = (%) 1, en A" (r) se tiene:

4V
A'r=r)=4n+—75=12r >0

2

W=
Le—

Entonces por el criterio de la segunda derivada A(x] tiene un minimo local en r = 7. El

1

Tr2 1 27T

V3

(32)

Asi, para minimizar el costo de la lata, el radio debe ser
1

V\3

. 14 14 V\3
valor correspondiente ar =1, esh = = ]2 =2 (—)3 = 2r.

T

19 L

= (—) y la altura debe ser igual al doble del radio, es decir, el diametro



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Le han heredado un terreno, y ademas le dan una malla para que cerque su
terreno. Pero la Unica condicion es que “encierre” un terreno de tipo rectangular
o cuadrangular y que sea con la malla que le dieron. Suponga que le han dado
una malla de 1000 m de longitud. Desde luego que a usted le gustaria maximizar
el area del terreno con esa malla. ¢Cuales deben de ser las dimensiones de dicho
terreno rectangular que maximicen esa area?

20

X
Area=xy
Perimetro =2x+2y=1000




Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

(Cuales deben de ser las dimensiones de dicho terreno rectangular que

maximicen esa area’?

21

Solucién:

Queremos maximizar el
area. De acuerdo a la figura
podemos despejar y del

X perimetro y sustituirla en el
Area=xy area.

Perimetro =2x+2y=1000




Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion
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Por lo que resulta A(x) = xy = x(500 — x) = 500x — x?
Como antes se procede a encontrar los nUmeros criticos y se
aplica el criterio de |a segunda derivada.

A(x) =500—2x =0
Entonces x=250.

Al tomar la segunda derivada se tiene A" (x) = —2 < 0. Por
tanto, de acuerdo al criterio de la segunda derivada A(x) tiene un
maximo local en x=250.

Asi entonces las dimensiones que maximizan el area del terreno
son x=250'y y=250. El area maximizada es de 62500 m?,



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Se dispone de una cartulina cuadrada de lado a y se quiere
hacer una caja sin tapa recortando cuadrados iguales en las

esquinas y doblando sus lados. (Cual debe ser la longitud del
lado del cuadrado que se recorta para que el volumen de la
caja sea maximo?

..................... i *
£ X
J{f‘f i .
— A
y: /
1 ,f’//f [/, a2X
/ .-’(
V4 | /
23 i — g.2x —*




Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

¢Cual debe ser la longitud del lado del cuadrado que se
recorta para que el volumen de la caja sea maximo?

X

Solucion:

— f’f’ / / Sea x lalongitud del

24

; . s lado del cuadrado
: : V. a-2x
: : ) 7 / que se recortaen
N X |/ /r’ cadaunade las
: : ey — _esqglnas[ﬁgura
X izquierda), donde

0<x<a/2




Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Al doblar |a parte de cartulina restante, se forma la caja abierta que apareceen la
figura (derechal.

Ahora, el volumende la caja es igual al area de la base x altura.
Estoes, V (x) = (a — 2x)%.x = 4x3 — 4ax? + a?x;
0<x<a/2

Puesto que V (x) (funcion a maximizar] es una funcion continuaen el intervalo [0,
a/2] entonces V (x] alcanza un valor maximoy un valor minimo en dicho
intervalo.

Al derivar V(x] e igualara a cero, se obtienen los puntos criticos. En efecto:
V'(x) =12x* —8ax+a*? = (2x —a)(6x—a) =0

25



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion
Asi entonces: x=a/2 y x=a/b.

Para analizar la naturaleza de los puntos criticos, se usa el criterio de la
segunda derivada.

V" (x) = 24x — 8a
V' (x = a/2) =24><§—8a = 4a > 0,

lo cual indica que x= a/2 corresponde a un minimo local.

V'(x = a/6) =24 x%— 8a = —4a <0,
lo cual indica que x= a/6 corresponde a un maximo local.

En consecuencia, el volumen maximo se obtiene recortando en las esquinas
de la cartulina cuadrados de lado x = a /6y se obtiene de esta forma una

2
I . a a\~a 2
caja cuyo volumen viene dado por V (x = —) = (a —2X —) - ==q3
26 6 6/ 6 27



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Se dispara un proyectil con velocidad v, haciendo un angulo 8 conla

horizontal. Puede demostrarse que la abscisa R del punto de impacto,
2

denominada alcance viene dado por: R(6) = %O sen(26) para0 < 6 <

mw . — s
~ (A qué angulo obtenemos el alcance maximo R?




Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

| (A qué angulo obtenemos el alcance maximo R?

Solucion:

En este problema ya tenemos la
funcion asignada. Asi que es mas
facil, solo hay que derivar la
funcion. Y nuevamente
utilizaremos el criterio de la
segunda derivada.

28



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion
R'(6) = i%gcos(ZH) =0.Como0 <6 < g sabemos que cos(x = 260) =

Oenx = —
2

- i T -
Asi entonces el punto criticoes x = 260 = 50 equivalentemente § = —.

Evaluando este punto critico en la segunda derivada tenemos:
2

Vo
R"(6) = —4?sen(29)

T

! v i v 1 T .
R"(60=—-)=—4"2sen (2 X—)=—4-2<0,locualindicaqueend ==¢
ABE g RN g 4
0 = 45° corresponde a un maximo local.
En consecuencia el alcance maximo se obtiene cuando 8 = 45°.

29



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Se requiere construir un oleoducto desde una plataforma marina que esta
localizada al norte 30 km mar adentro, hasta unos tanques de almacenamiento
que estan en la playa y 12 km al este. Si el costo de construccion de cada
kilometro de oleoducto en el mar es de 4 000 OG0 y en tierra es de 2 500 000,
{qué tan alejado debe salir el oleoducto submarino a la playa para que el costo
de la construccion sea minimo? Y

T
I
I
I
I

30 km

b o e -

30



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

(Qué tan alejado debe salir el oleoducto submarino a la playa para que el costo
de la construccion sea minimo?

A

.

|
Solucion: :
|

El costo de construir z km de oleoducto 30 km
submarino, a razon de 4 000 000 de dolares |
por km, es de 4z millones de dolares y el costo |
de construir 12- x km de oleoducto terrestre, a Il

razon de 2 SO0 000 de dolares por km, es
2.5(12-x) millones de dolares. B
s 12 km

31



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Fntonces, el costo total de la construccion del oleoducto es (en millones de
dolares)

5
C(x) =4z +2.5(12 — x) = 4,/900 + x2 + ~(12-x)

que es la funcion a minimizar. Derivando y obteniendo puntos criticos:

') 4x 5 4
X) = — ==

V900 + x2 2

4x _E = 2 2 = 2 1
= = = 8x = 5v900 + x2 = 64x 25(900 + x=). Asi

150 150
entonces: x = + =~ 1 24.0192 Porser x = 0, podemos descartar x = =

32



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

33

Pero hay que tener cuidado x = 24.0192 no cumple con la
restriccion 0 < x < 12. Esto nos indica que la funcion costo
C(x) no tiene puntos criticos en el intervalo cerrado [0, 12].

Por lo cual no hay un minimo local estricto (ni maximo) para el
costo C(xJ en [0, 12].

En [0,12] la funcion C(x] es decreciente ya que C'(x) < O si

0<x< \% ~ DA (0192,



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

34

Por lo tanto el costo minimo aparece en uno de los
extremos del intervalo, y por tanto el costo maximo aparece
en el otro extremo.

Valuamos entonces Clx) en x=0 y en x=12. Al hacer esto
obtenemos C(x = 0) = 150y C(x = 12) = 120.

Por lo tanto, el costo minimo de la construccion del
oleoducto es de 120 000 000 de dolares y se obtiene
cuando todo el oleoducto es submarino y sale a la playa
precisamente donde estan los tanques de almacenamiento.



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion

Los puntos A y B estan en las orillas de un rio recto de 3km de ancho y
son opuestos unos del otro, El punto C esta en la misma orilla que B
pero a 5 kilometros de B rio a bajo, Una compania telefonica desea
tender un cable de A a C donde el costo por kilometro de cable en tierra
es de 10, 000 dolares y el de cable suacuatico es de 12, 500 dolares, Sea

P un punto en la en la misma orilla que B y C de modo que el cable se
tienda de A a Py luego a C. Obtenga una ecuacion que defina ClxJ si C(x)
dolares es el costo total del cable tendido.

oo : W
i dgéﬁw ‘

55 Modificado de: Leithold, L. (1998]



. - =
Ejemplos de solucion de problemas de %o
£ )

optimizacion

Obtenga una ecuacion que defina C(x) si C(x) dolares es el costo total del
cable tendido.

36

Solucion:

La distancia de P a C es (5-x] kilometrosy del
teorema de Pitagoras, la distanciade Aa P es

V32 + x2 kilometros. Por tanto,

C(x) = 12500V9 + x? +10000 (5-x)

El dominio de C(x) es [0, 5].

Modificado de: Leithold, L. (1998)
% n H,0



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion
C(x) = 12500V9 + x2 +10000 (5-x]

12500

C'(x) = — 10000
V9 + x?
Aligualara a C’(x) = 0 yresolver para x se tiene:
12500 10000 =0
V9 + x?

12500x — 10000V9 + x2=0 - 5x = 4V9 + x2 - x=14.

El nUmero -4 es una raiz negativa que no esta en el dominio de C, por lo que podemos
descartarla. El nUmero x = 4 es un punto critico de C en [0, 5]. Ahora calculamos la segunda
derivada:

12500(2x2 + 9)
B C”(x) = 12500(9 + x2)~1/2 + 12500(9 + x2) CETDEL



Ejemplos de solucion de problemas de
optimizacion
o 12500(2x% + 9)
CW =g o

2
C'(x=4) = 12590f((jz(;-)3)/:9):4180> 0. Por lo tanto existe un minimo local en

Clx=4)=(4,72500).

Valuamos entonces C(x) en x=0y en x=5. Al hacer esto
obtenemos C(x = 0) = 87500y C(x =5) =

12500(V34) = 72886.90.

Por lo tanto, se estima que el costo del cable tendido, en ese caso, es minimo cuando

x=4y el costo minimoes 72500 dolares.
38



Conclusion para resolver problemas de
optimizacion

4. Derive la
funcion y
encuentre
los puntos
extremos

1. B
2. Dibuje un
Comprenda !
el problema . HEtie s

3

Introduzca
la notacion
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